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AVERTISSEMENT DE LA QUATRIÈME PARTIE. 



Par la variété infinie et le caractère pittoresque de ses con- 
ceptions, par la précision élégante dont ses énoncés sont sus- 
ceptibles, la Géométrie ouvre à TAnal^se le plus vaste et le plus 
attrayant de ses champs d'application ; ses besoins spéciaux ont 
encore provoqué beaucoup des recherches dont les résultats l'ont 
constituée. Elle n'en est pas moins tombée vis-à-vis de cette 
dernière dans une étroite sujétion, incapable de rien ajouter à 
ses ressources propres, ni à sa certitude, ce que je me suis 
appliqué, dans les autres Volumes, à faire re'ssortir en des points 
de doctrine qui me paraissent importants. En plaçant ce dernier 
à leur suite, je crois donc me conformer aussi peu à la nature 
des choses, que si j'eusse écrit un Précis de Mécanique. J'ai sim- 
plement écouté un usage suivi par la plupart des Auteurs, les 
suggestions encore de plusieurs personnes dont l'intérêt a honoré 
mon œuvre, et qui croient pouvoir attendre de ce complément 
quelque regain de faveur pour mes théories. 

Moi-même d'ailleurs, je ne désespère pas qu'il en soit un peu 
ainsi ; car, si je ne pourrais, sans infliger à mes lecteurs le plus 
insupportable ennui, prendre un à un les raisonnements fondés 
principalement sur la continuité des figures géométriques, pour 
mettre à nu leur infirmité sans remède, il me sera facile de mon- 
trer qu'ici encore il suffit de ne pas s'obstiner à voir les choses 
autrement qu'elles ne sont, de renoncer à vouloir créer sans 
cesse la vérité de rien, sinon pour donner aux démonstrations la 
brièveté des Éléments, du moins pour leur rendre la même soli- 
dité et la même clarté. Les théories géométriques n'existeraient 
pas sans le calcul^ qui déjà montre sa nécessité sous la forme 
rudimen taire des proportions du « Troisième Livre », qui, plus 
haut, s'impose ouvertement, en permettant seul de rattacher 
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mutuellement les diverses parties d'une figure autrement quV/i 
situ. Or les calculs, ce sont les fonctions qu'ils engendrent, qui, 
à leur tour, les résument et les classent; et, en dehors de 
quelques rêves fort pénibles dont rien n'est encore sorti, les 
fonctions se trouvent h* être que des polynômes ou des séries 
entières. Telle est, après quelques axiomes spéciaux bien vite 
perdus de vue, la vraie source des vérités géométriques, celJe où 
l'on peut remonter sans jamais s'égarer, qui les fournit toutes, 
apportant en même temps l'explication de leur existence. C'est 
au développement rapide de celte idée, que les pages suivantes 
sont principalement consacrées, et je croirai n'avoir pas perdu 
toute ma peine si elles réussissent à lui faire faire un peu de 
chemin. 

On dissémine habituellement les théories géométriques à 
travers celles de l'Analyse, rompant ainsi l'enchaînement naturel 
des unes et des autres. J'ai fait le contraire, séduit par cet autre 
avantage très grand, de ne plus assujettir l'ordonnance des ques- 
tions à celle des faits purement analytiques dont la connaissance 
est nécessaire à leur solution. Par exemple, on peut bien ailleurs 
parler de très bonne heure de la plus grande partie des figures 
enveloppes, car les calculs n'y comportent que des différentia- 
tîons et des éliminations (ces dernières étant considérées, quoique 
à tort selon moi, comme indépendantes de l'intégration ); mais on 
est forcé d'ajourner, ou bien de traiter par voie d'indication seu- 
lement, le cas des lignes enveloppes d'une ligne à deux para- 
mètres (103), car elles dépendent d'une équation différentielle à 
intégrer. L'exacte définition de l'hélice est impossible sans l'in- 
tervention du Calcul intégral. Il est inconcevable encore que l'on 
prenne souvent l'arc d'une courbe pour variable indépendante, 
avant d'avoir donné une réalité mathématique à l'existence de 
cetle grandeur en montrant la possibilité et les moyens de la 
mesurer. Etc. 

La considération continuelle des infiniment petits, sous son 
apparence facile, le départ à faire entre ceux qui sont négli- 
geables et les autres, etc., n'apporte guère à l'esprit que de la 
fatigue et de l'impatience, au raisonnement, que de la faiblesse, 
et ici, comme ailleurs, j'y ai tout a fait renoncé. La classifi- 
cation, le maniement des infiniment petits sont rationnellement 
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impossibles en dehors des séries entières où tous puisent leur 
existence et leur exacte représentation; de plus, ils ont toujours 
disparu dans les formules définitives, propres aux calculs 
numériques. Je n'aperçois donc que des raisons pour s'en débar- 
rasser une fois de plus, et je leur ai toujours substitué ce qui 
reste dans ces formules, savoir, les coefficients des séries en 
question, autrement dit^ les dérivées des fonctions engagées dans 
les calculs. J'ai quelquefois écrit des différentielles à leur place, 
jamais toutefois comme accroissements infiniment petits, toujours 
pour échapper à l'incommodité typographique de la notation des 
dérivées qui a fâcheusement prévalu. 

Les raisonnements dits « géométriques » le sont de nom et 
d'apparence seulement, car ils ne tiendraient pas longtemps si, 
de près ou de loin, ils n'étaient renforcés par des faits généraux 
que le calcul a fait connaître, qu'il pourrait tout au moins ne 
plus laisser à l'état de vagues présomptions. Leur utilité possible 
dans l'invention, leur facilité fréquente, la beauté ou le piquant 
de quelques-uns n'empêchent pas leur puissance d'être limitée, 
ni la dissemblance et les détours de leurs moyens d'amener 
partout une désagrégation nuisible à la nette compréhension 
de l'ensemble. Je les ai donc évités pour laisser luire la lu- 
mière autrement pénétrante que les formules générales pro- 
jettent toujours quand on veut avoir la patience de les creuser 
et de les plier aux incidents des discussions. Leur emploi d'ail- 
leurs cesserait bientôt d'être jugé pénible, si au lieu de l'esquiver 
on s'appliquait à s'y faire la main. 

Comme dans mes IKouveaux Eléments de Géométrie, et cela 
pour les mêmes raisons, j'ai fait, des questions ayant le plan pour 
domaine restreint, non une chose à part, mais un simple cas par- 
ticulier de celles de l'espace. A voir les choses ainsi, il y a écono- 
mie de temps, ampleur et clarté tout à la fois. La notion de ligne 
et celle de surface étant à peu près inséparables, j'ai toujours 
rapproché les théories similaires intéressant ces deux variétés de 
figures. 

J'ai placé au début tout ce qui concerne la mesure des gran- 
deurs géométriques, n'apercevant pour ces matières aucun lieu 
plus convenable, tenant encore à définir et à mesurer l'arc d'une 
ligne courbe avant de l'introduire dans les calculs. La forme très 
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précise sous laquelle se présentent les restes des séries entières 
m^a fourni le moyen de donner à tous ces raisonnements une 
rigueur facile et uniforme qui me paraît leur avoir toujours 
manqué. Une Note de M. Schwarz, consignée dans le Cours auto- 
graphié de M. Hermite, à la Faculté des Sciences de Paris, publié 
en i883, a signalé une imperfection très grave dans les considéra- 
tions conduisant à la mesure d'une aire courbe; elle ne m'a pas 
dicté toutefois la correction que j'en ai faite (35 et suw.), car mes 
élèves l'entendaient depuis une dizaine d'années dans mon amphi- 
théâtre. 

Le rattachement du surplus aux contacts de divers ordres m'en 
a fourni une classiRcation et une ordonnance qui leur manquaient, 
et que je crois assez satisfaisantes. On pourra juger un peu 
longue et sèche ma théorie générale des contacts, mais, sans la 
condamner tout à fait, si l'on prend garde qu'elle fournit d'avance 
la raison de beaucoup de faits particuliers, et ne laisse plus, pour 
chacun, qu'à développer les calculs qui lui sont propres. 

La propriété de la tangente d'être la position limite d'une 
droite ajant san3 cesse sur la ligne considérée un point fixe, 
accompagné d'un autre infiniment voisin, conduit directement 
à bien peu de choses, et n'est pas de celles dont le souvenir se 
forme et se fixe comme celui d'un attribut principal. J'ai donc 
renoncé à la prendre pour définition, lui ayant préféré celle 
d'avoir, à l'égard de la ligne, le caractère osculateur dont la con- 
ception n'est plus artificielle, et qui rend bien meilleur compte 
de toutes les autres propriétés. J'ai fait de même pour le plan 
tangent, dont la définition comme lieu de tangentes, nous mon- 
trerait sa nature étroite et détournée, si nos yeux n'étaient faussés 
par des habitudes trop anciennes et irréfléchies. De cette ma- 
nière, ses analogies avec la tangente ne sont plus voilées. 

Dans tous ses détails, j'ai présenté la théorie des figures enve- 
loppes comme notre esprit arrive immédiatement à la concevoir 
et à la retenir, c'est-à-dire par les contacts de l'enveloppe avec 
ses enveloppées, non par les intersections de positions infini- 
ment voisines de ces dernières. Le point de vue que j'abandonne 
ainsi n'est qu'un mauvais expédient ne rendant compte de rien, 
ne faisant pas même image. En outre, il est généralement faux, 
puisque ces intersections, qui existent rarement déjà quand 
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l'enveloppée est une ligne à un seul paramètre, font bien plus 
complètement défaut quand ses équations en contiennent deux. 

Les propriétés si importantes des figures du premier degré en 
relation de perpendicularité (droites ou plans), ne se com- 
prennent pas, dans leur essence, si Ton veut ne les rapporter qu'à 
la particularité, pour ces figures, de former des assemblages 
montrant à nos yeux telles inclinaisons plutôt que telles autres; 
mais Tobscurité se dissipe dès qu'on songe au caractère conjugué 
présenté par elles relativement au cercle ou à la sphère. C'est 
pourquoi j'ai rattaché directement la théorie des normales et 
plans normaux à la considération de ces derniers objets, presque 
aussi primordiaux que la droite et le plan dans toutes les sciences 
où la notion de l'espace intervient. Il m'a semblé que les trajec- 
toires orthogonales ne pouvaient être mieux placées qu'à la suite. 

Les propriétés des surfaces usuelles doivent succéder aux 
matières dont je viens de parler', puisqu'il s'y mêle celles des 
plans tangents, normales, figures enveloppes, etc., mais pré- 
céder la théorie des lignes courbes, dans laquelle quelques-unes 
de ces surfaces jouent un rôle important, d'où la place que je 
leur ai assignée. J'ai pu trop m'étendre sur l'application plane 
d'une surface développable ; mais j'ai trouvé là une question fort 
importante en elle-même, susceptible d'une solution complète, 
conduisant à des calculs et rapprochements plus intéressants que 
cent autres détails dont la portée ne justifie pas la mode, méritant 
mieux, en un mot, que les brèves allusions dont on se contente 
presque toujours. Pour la première partie du théorème fonda- 
mental relatif à l'applicabilité, j'ai préféré la méthode de Gauss 
qui l'a démontrée le premier, à d'autres n'offrant pas moins de 
longueurs, ne conduisant pas comme celle-ci à la notion si 
curieuse et si importante de la courbure totale d'une surface. 
Sur ce dernier point, je crois avoir opéré quelques simplifica- 
tions utiles, en arrivant^ par exemple, à la mesure générale de 
cette courbure par des calculs plus clairs et rapides. 

Les autres améliorations que je crois avoir apportées çà et là 
sont trop menues pour que je ne les passe pas sous silence. A ce 
Volume, comme aux précédents, on reprochera probablement son 
silence sur certaines matières et une sobriété excessive en fait 
de questions particulières. Certes, je suis bien éloigné de nier 
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rimporlance propre de quelques-unes, envisagées en elles-mêmes 
ou dans leurs applications possibles, l'utilité d'autres, considé- 
rées comme illustrations didactiques des grandes propositions 
abstraites. Mais je m'abriterai toujours derrière la même excuse : 
l'espace ouvert à ma plume n'aurait pu les contenir, et j'ai dû le 
réserver avec parcimonie à mes théories générales dont j'avais 
surtout à cœur la complète exposition. Cette excuse me couvre 
assez pour m'enhardir à déclarer franchement que je ne pourrais 
corriger ce défaut convenablement, je veux dire en faisant mieux 
qu'une fade compilation, à moins d'eflForts que la surface trop 
restreinte de mon savoir rendrait assez longs. Ce travail répu- 
gnerait en outre à mes goûts personnels, moins portés vers la 
masse, maintenant écrasante, des choses mathématiques dont on 
peut, presque impunément, négliger l'étude ou perdre le souve- 
nir, que vers le nombre bien restreint de celles qui dominent 
toutes les autres, et je me sens plutôt heureux d'avoir été mis 
dans l'impossibilité de le faire. Mais si, prenant de plus en plus 
la faveur qui semble maintenant se dessiner pour elles, mes 
théories ont un jour la bonne fortune de servir de base aux 
études de la jeunesse, elles ne laisseront pas, je crois, une tâche 
très difficile à qui voudrait bien leur ajouter cet ornement. 

Depuis un certain temps, un esprit tout autre qu'à l'époque 
011 ma génération était sur les bancs, s'introduit dans les ouvrages 
écrits pour ceux qui nous y ont remplacés : la rigueur et la pré- 
cision n'y sont plus méprisées, l'élégance y prend le dessus; par 
moments même, quoique avec timidité encore, perce l'idée que 
les séries entières pourraient bien être, jusqu'en Géométrie, la 
seule fondation solide à donner aux vérités mathématiques. Je 
crois avoir pris part à ce mouvement, mais il m'est permis de dire 
que je n'ai pas attendu sa naissance pour me mettre en marche. 
En particulier, et nonobstant son millésime, ce dernier Volume 
date réellement de vingt-sept années, car il reproduit à fort peu 
près mon cours public du deuxième semestre de l'année sco- 
laire 1 870-1 871, que, depuis lors, je recommence périodique- 
ment tous les deux ans. 

Plus vivement et cordialement que jamais, puisque cette fois 
est la dernière, je remercie toutes les personnes, celles princi- 
palement dont j'ai prononcé les noms ici, qui, par leurs encou- 
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ragements, leur assistance^ leur approbation, m'ont rendu cette 
longue lâche possible et agréable, m'ont aidé à la conduire à 
bonne fin; de ce sentiment, je dois une expression plus spéciale 
à MM. Boudier et CoUin, dont le gracieux empressement à 
m'aider dans la revision des épreuves a pu me donner l'illusion 
qu'il s^agissait pour eux d'un simple amusement. Pour ces amis de 
la veille, du jour et du lendemain, non moins que pour moi-même, 
je souhaite que les suffrages du Public puissent dire à plus haute 
voix que je n'ai pas travaillé sans tout profit pour la science et 
pour son enseignement. 
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QUATRIÈME PARTIE. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES CLASSIQUES. 



CHAPITRE I. 

PRÉLIMINAIRES. — RECTIFICATIONS. — QUADRATURES. — CUBATURES. 



Généralités sur la représentation analytique des figures 

géométriques. 

i. Les coordonnées rectilignes ont un caractère absolument 
fondamental qui les rend préférables à toutes autres, qui les im- 
pose même, dans l'édification de toutes les théories générales. 
D'abord elles seules impliquent exclusivement la considération 
de la droite et du plan, figures en quelque sorre primordiales 
dont l'importance absolue et relative est extrême, aussi bien en 
théorie que dans toutes les applications; elles seules encore 
donnent prise au théorème de Bézout dans l'étude des figures 
algébriques, en particulier dans la discussion de leurs intersec- 
tions, etc.; enfin les formules générales qui sont assises sur elles 
sont les moins embarrassées d'éléments non algébriques, les plus 
symétriques, les plus uniformes, partant les plus faciles à manier 
e( à interpréter, les plus aptes aussi à se prêter à des rappro- 
M. — IV. , 
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chéments intéressants. Toutes les autres coordonnées impliquent 
nécessairement, cela même dés leur définition, la considération 
de figures courbes, c'est-à-dire d'objets sur lesquels des notions 
bien nettes ne peuvent être acquises sans le secours de consi- 
dérations analytiques ayant pour base leur représentation en 
coordonnées rectilignes. Nous emploierons donc exclusivement 
ces dernières, et nous placerons à part le peu que nous avons à 
dire sur les autres (Addition I, inf,), 

. Pour l'étude des propriétés purement dcscriptwes des figures, 
il n'importe en rien que les axes aient été pris obliques ou rec- 
tangulaires, et même il vaut bien mieux ne rien spécifier à cet 
égard. Mais il en est tout autrement quand il s'agit de propriétés 
métriques, quand il y a par exemple à considérer des segments 
rectilignes appartenant à des droites non parallèles, des angles 
droits ou autres, etc., quand, en un mot, la sphère, le cercle, 
interviennent dans la question d'une manière apparente ou latente. 
Le choix d'axes rectangulaires apporte alors, à toutes les formules, 
de grandes simplifications dont il importe de s'assurer le bénéfice 
par leur adoption exclusive. Il en est ainsi dans les théories géomé- 
triques qui oflrent le plus d'intérêt pratique et dans la presque 
totalité des applications mécaniques et physiques. 

2. Les figures géométriques sont susceptibles de représentations 
analytiques variées, dont nous commencerons par analyser les 
principales, en les rattachant à celles qui sont préférées pour les 
figures algébriques. 

Une surface peut d'abord être considérée comme le lieu géo- 
métrique des points de l'espace dont les coordonnées (rectilignes 
quelconques) x^y^ z sont les systèmes de solutions réelles d'une 

équation finie donnée 

■ 

à condition toutefois que f{x^ y y z) ne soit pas une fonction 
identiquement nulle, et que la résolution de cette équation four- 
nisse pour quelqu'une des trois coordonnées une fonction au 
moins des deux autres, restant réelle pour toutes combinaisons 
de valeurs réelles de celles-ci comprises entre certaines limites. 
Quand le premier membre /n'est fonction olotrope en aucun 



I 



I 
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point de la surface, c'est-à-dire pour aucua système de valeurs 
de x^y^ z constituant les coordonnées d'un pareil point, on peut 
en général substituer à l'équation (i) une aulre équivalente pour 
laquelle ceci n'a plus lieu; et de même (C/. 322*) (*), si les déri- 
vées premières ~~t -~, -— s'évanouissaient toutes trois en tous 

les points de la surface. Nous sommes donc en droit de supposer 
à cette équation une forme telle, que ces deux particularités ne 
se présentent qu'en des points exceptionnels de la sur/ace, soit 
isolés, soit ayant pour lieu géométrique une certaine ligne 
(8, in/.). Cela posé, nous appellerons ordinaires les points de la 
surface n'offrant aucune de ces particularités en question, et sin- 
guliers ces points exceptionnels offrant l'une ou l'autre, ceux 
encore qui sont situés à l'infini {Cf. 148** et suiv.). 

Comme ainsi, en un point ordinaire, le premier membre de 
l'équation (i) est olotrope, sans que ses dérivées s'évanouissent 
toutes trois, la résolution de cette équation^ exécutée dans son 
voisinage, fournit toujours Vune au moins des trois coordon- 
nées exprimée en fonction olotrope des deux autres (307*). De 
cette propriété fondamentale dérivent toutes celles des surfaces 
en leurs points ordinaires, auxquels seuls s'appliquent les théo- 
ries générales et dont nous parlerons exclusivement, sauf men- 
tion du contraire. 

Mais rien de ces théories ne subsiste plus aux points singuliers 
qui doivent être étudiés par les moyens spéciaux à chaque cas 
{Cf. 149*, in fine). Il serait plus rationnel de les nommer des 
points critiques, car la discussion d'un pareil point montre assez, 
souvent la possibilité de décomposer une région de la surface 
délimitée autour de lui en plusieurs autres pour quelques-unes 
desquelles il redevient ordinaire. 

3. Il importe de remarquer que cette distinction essentielle 
entre les points ordinaires et singuliers est indépendante du 
choix des axes. 

Tout changement de coordonnées rectilignes s'opère par des 



(■) Dans ce Volume, un numéro de renvoi se référera à la première Partie de 
l'Ouvrage, à la deuxième, à la troisième, ou à celle-ci, selon qu'il sera aiïecié 
d'un astérisque, de deux, de trois ou d'aucun. 
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formules de transformation linéaires 

Iar = a?' -h ai X H- 61 y -+- c, z, 
y ^- y -^ a^x -h bix -h dz, 

X, y, z désignant les coordonnées du point {Xjy, z) rapporté aux 
nouveaux axes, et ai, . . . , Cs étant des constantes dont le déter- 
minant nest pas nul. 

Cela posé, la nouvelle équation de la surface est 

f(x, y, z) = o, 

f désignant la fonction de x, y, z composée avec la compo- 
sante /(^, y, s) et les fonctions simples (2). Or ces dernières 
étant linéaires, par suite indéfiniment olotropes, cette fonction 
jouit de la même propriété aussi longtemps que la composante / 
en jouit elle-même (248*). On a d'autre part 

d[ _ df df_ df 

d\ ~~ * dx * dy ' dz^ 

-^ -b -^ 
dy ~ ^ dx 

di df 

dz dx 



Il est donc certain que si Ton a numériquement 



df _df _df _ 



= 0, 



dx dy dz 
on aura aussi au même point 

d\ ~~ dy ~ dz~ ' 

et ces dernières égalités entraîneraient les précédentes, comme le 
montrerait de même le retour des nouveaux axes aux anciens. 

4. En tirant de l'équation (1) une coordonnée par rapport à 
laquelle la dérivée de / ne s'évanouit pas, on obtient l'équation 

(3) z = ¥{x,y), 

où F est une fonction olotrope de x, y dans le voisinage du point 
ordinaire considéré, et qui équivaut à la proposée (i). 
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C'est pour la surface (i) un deuxième mode de représentation 
dans lequel un point singulier est caractérisé par cette circon- 
stance que la fonction ¥{x^y) cesse d'y être olotrope; mais l'in- 
verse n'a pas lieu nécessairement {Cf, 73, inf,). 

o. En supposant que or, y sont deux coordonnées en fonction 
olotrope desquelles la troisième z peut être tirée de l'équation (i), 
en appelant /?, q deux variables indépendantes auxiliaires et 
?(/^> 7)1 X(^» y) ^^"^ fonctions olotropes quelconques de ces 
dernières, dont le déterminant différentiel ne s^és^anoait pas 
identiquement^ puis en posant 

cette fonction '}(/?, q) est olotrope aussi, et, à cause de l'équa- 
tion (3), les formules 

(4) ^ = ?(/?, 7), y = x^Psqh ^--^ip^q) 

donnent pour a:, y, ;;, et cela quelles que soient/?, y, les coordon- 
nées de points appartenant toujours à la surface. De plus elles 
peuvent donner les coordonnées d'un point quelconque par l'attri- 
bution à /?, <7 de valeurs convenables; car l'hypothèse essentielle 
faite sur le déterminant différentiel des fonctions f , y^ assure la pos- 
sibilité de résoudre les deux premières par rapport èi p, q (307*). 

Ces formules (4) constituent donc un troisième mode de repré- 
sentation analytique de la surface (i); entre les mains de Gauss 
il a rendu pour la première fois de grands services dans des ques- 
tions très difficiles. 

Le deuxième mode (3) est renfermé à la fois dans celui-ci et 
dans le premier (i); car on peut évidemment substituer à l'équa- 
tion unique (3) les trois formules 

^ = Py y = q^ - = F(/?»7)» 
comme on peut aussi la mettre sous la forme 

analogue à (i), mais où z entre linéairement. 

Du troisième mode on repasserait évidemment au premier par 
l'élimination de /?, q entre les équations (4)« 
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6. On notera que dans les suites 



f, 


M, 


II, 


df 
dx 


df 

dy' 


dz 



formées par les déterminants différentiels des couples {'/^^ t]^), 

(l'î ?)» (f ' X) {^^l^^ti^^^^^i à p, q) et par les dérivées de la 
fonction /, les termes correspondants sont en même temps 
nuls {numériquement) ou non. Car la difFérenlialion par rap- 
port à /?, y de ridentîté 

/(?. Z» +) = <> 



donne 



df_d^_^dftL^^^^o 
dx dp dy dp dz dp * 



dy dq dz dç ' 



' dx dq 



<1'0Ù 



î Ul II 

d/^'d/^df' 



dx dy dz 

parce que les trois dénominateurs ne s'évanouissent jamais en 
même temps (aux points ordinaires). 

Les formules (4) donnent évidemment les coordonnées de 
points ordinaires d'une certaine surface quand on y prend pour f, 
y, J; des fonctions olotropes quelconques, offrant deux à deux 
des déterminants différentiels qui ne s^ évanouissent pas en 
même temps. Car si par exemple celui de cp, '^ n'est pas nul, la 
résolution des deux premières fournit pour /?, q des fonctions 
olotropes de x, y dont la substitution dans la troisième donne 
pour ;; aussi une expression de même nature. Les points singuliers 
de cette surface sont alors ceux où Tune au moins de ces fonctions 
entre dans une phase singulière, ou bien où leurs trois détermi- 
nants différentiels s'annulent en même temps. 

7. Un plan est représenté par une équation linéaire, telle que 

A rr -4- Bj -4- C-s + D = o, 
où l'on n'a pas à la fois A r:= B = C = o, et aussi par 

z = OLX -\-^y -\-l. 



/' 
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en supposant C^o, ou bien encore, en prenant linéaires les 
fonctions indéterminées ^(/>, 7), x(/>? <l) ci-dessus, par les 
équations toutes trois linéaires 

Ici, Xq, yo, So représentent les coordonnées d'un point choisi 
arbitrairement sur le plan; et, en appelant )«, [x, v les cosinus des 
angles formés par les axes associés deux à deux, puis en posant 

les quantités «(a', P', y')p, «(a", P"? y")? ^^^^ '^^ coordonnées du 
point {Xf y^ z) rapporté aux deux axes reclilignes tracés dans le 
plan par le point (^01 J^oj ^0) dans les directions définies par les 
paramètres (a', P', y')? {.^ '^ PS "{)' ^^^ '^ première des équa- 
tions (5), par exemple, écrite 

exprime que la projection du segment rectiligne allant de {x^^y^^z^ 
à (x, y, 5), faite sur l'axe des x parallèlement au plan des yz^ est 
bien la somme des projections semblables de segments égaux 
à «(a', P', y)/? et «(a", P", y")*/, mesurés dans les sens voulus par 
leurs signes sur les deux axes définis tout à l'heure dans le plan 
considéré (C/*. H, inf,), 

8. Une ligne peut être considérée comme le lieu géométrique 
des points de l'espace dont les coordonnées rectilignes sont les 
systèmes de solutions réelles communes à deux équations finies 
données 

à condition que le système de ces équations soit réduit (319*), et 
que sa résolution fournisse, pour deux des coordonnées, une paire 
au moins de fonctions de la troisième, restant réelles pour toutes 
valeurs réelles de cette dernière comprises entre certaines limites. 
C'est ainsi le lieu des points communs aux deux surfaces repré- 
sentées par chacune des équations (6) isolée de l'autre (2), c'est- 
à-dire V intersection de ces surfaces. 
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Au système (6) on peut supposer une forme telle (C/. 322*) 
que l^iin des premiers membres f^ , j\ ne cesse d^étre fonction 
ototrope de x, y y Zy et aussi que leurs trois déterminants diffé^ 
rentiels ne s'évanouissent à la fois qu'en des points exception- 
nels de la ligne. 

Ces points exceptionnels, ceux aussi à l'infini, quand il existe 
des uns ou des autres, sont les points singuliers de la ligne (on 
dirait mieux critiques)^ et les théories générales y perdent com- 
plètement leur validité. Les autres sont les points ordinaires, 
auxquels seuls s'appliquent ces théories, et dont nous parlerons 
exclusivement quand il ne s'agira pas formellement des autres. 
Leur propriété essentielle, dont toutes les autres dérivent, est 
qu'en chacun d'eux et dans son voisinage la résolution des 
équations (6) fournit toujours une paire de coordonnées au 
moins, exprimées en fonctions olotropes de la troisième (307*). 

On s'assurera facilement que la définition précédente équivaut 
à celle-ci : un point de la ligne (6) est ordinaire quand il est 
tel pour chacune des surfaces f^ = o et f2 = o, et que celles-ci 
n'y offrent pas un contact proprement dit (61, inf,); il est sin- 
gulier quand il est tel pour l'une au moins de ces surfaces, ou 
sinon, quand elles y ont un contact {d'ordre >o). 

Il faut remarquer encore que cette distinction entre» les points 
ordinaires et singuliers est indépendante du choix des axes. 
Car d'une part, chacune des fonctions fi(x, y, z), f2(x, y, z), en 
lesquelles les substitutions (2) changent /i (jc,j^, z)^f2{x,y, z), 
est olotrope ou non en même lemps que celle de même indice 
parmi ces dernières; d'autre part, des relations évidentes dont le 
type est 

dA df. 



dix dU 

dy dt 

di^ di^ 

d\ dis 



Al 

Cl 



A3 

Cj 



dy 
dft 

dy 



Cj 



Al 



dz 

dfr 
'dz 

dz dx 

dh dU 
dz dx 



A, Aj 

Cl Cl 



dfi 


dfx 


dx 


dy 


dh 


dA 


dx 


dy 



et les relations analogues pour le passage inverse des nouveaux 
axes aux anciens montrent que la nullité simultanée des trois 
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déterminants différentiels de/1,/2 entraîne la même nullité pour 
ceux de f|, f^, et qu'elle est réciproquement entraînée par celle-ci. 

9. Le deuxième mode de représentation analytique de la ligne 
considérée est fourni par les équations 

( z = r,(x;, 

formées en tirant, du système (6), une de ces paires de coor- 
données, y^ z pour fixer les idées, par rapport auxquelles le 
déterminant différentiel défi, f^ n'est pas nul numériquement 
(Cy. 81, m/1), équations où les fonctions F|(a:), F2(:r) sont 
généralement olotropes aux points ordinaires. 

Chacune des équations (7) prise isolément représente une sur- 
face cylindrique (144, m/.) dont les génératrices sont parallèles 
à Taxe de la coordonnée n'y entrant pas, et qui contient toute l«n 
ligne; celle-ci se présente ainsi comme constituant (en partie au 
moins) l'intersection de ces deux cylindres. 

10. En supposant que x est une coordonnée en fonctions olo- 
tropes de laquelle les deux autres y^ z peuvent être tirées des 
équations (6), en appelant t une variable auxiliaire et ç(^) une 
fonction olotrope quelconque de celle-ci, dont la dérivée pre- 
mière n^ est pas identiquement nulle, puis en posant 

^ = T(0, Fi[?(0] = x(0, Fi[?(01 = 'K0. 

les fonctions x(^)> ^'(O sont olotropes aussi, et les équations (7) 
assurent aux formules 

(8) ^ = ?(0, r=-X^O, - = 4'(0 

la propriété de donner pour x, y^ z, et cela quelle que soit /, les 
coordonnées d'un point appartenant à la ligne. Et comme à cause 
de (f'(t)yé o, la première peut être résolue par rapport à ^(307*), 
ces mêmes formules peuvent fournir les coordonnées d'un point 
quelconque de la ligne (dans la région ordinaire considérée); 
elles constituent son troisième mode de représentation analytique. 
Pour les mêmes raisons que ci-dessus (S), le deuxième mode ( 7 ) 
rentre à la fois dans celui-ci et dans le premier (6), et l'on retom- 
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berait sur le premier en éliminant t de deux manières entre les 

équations (8). 

Dans le tableau 

d(D dy^ d'^ 

~tt' ~dV Tt' 

formé par les dérivées des fonctions o, y, ^ et par les déter- 
minants différentiels du système des fonctions f^^ f 2^ pris par 
rapport aux couples (yz), (zx)^ i^y) respectivement, les élé- 
ments de chaque colonne sont en même temps nuls ou non. 
Car la difTérentiation par rapport à t des identités 



lonne 



/i(?» X» +) = /«(?, 7.1 'l') = o, 
dfx d9 dfi dx ^ df d^ 



— o, 



D'où 



] dx dt dy dt dz dt 
\ dx dt dy dt dz dt 



d^ rfy d^ 

di dt dt 



h ^z 



parce que les trois dénominateurs ne s'évanouissent jamais en 
même temps (aux points ordinaires). 

Les formules (8) représentent une région de poinls ordinaires 
appartenant à une certaine ligne^ quand on y prend pour ^{t)j 
'/.(^)' ^(^) ^^^ fonctions olotropes quelconques dont les dérivées 
ne s'évanouissent pas toutes trois en même temps. Car si l'on 
a cp'(^)^o, par exemple, la résolution de la première fournil 
pour t une fonction olotrope de x dont la substitution dans les 
deux dernières donnent y^ z exprimées aussi en fonctions olo- 
tropes de X, Les points singuliers sont alors ceux pour lesquels 
quelqu'une de ces fonctions cesse d'être olotrope, ou bien où l'on 
a simultanément 

?'(o=7:(o=f(o=o. 

Sous la restriction annexe, les mêmes formules (8) montrent 
qu'à des valeurs de /, inégales mais suffisamment voisines d'une 
valeur particulière t^ de cette variable, correspondent des poinls 
de. la ligne qui, eux aussi, sont nécessairement distincts (308^). 
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En particulier, les points obtenus en attribuant à t des accroisse- 
ments infiniment petits, les uns positifs, les autres négatifs, for- 
ment sur la ligne deux régions dépourvues de tout point commun 
et donnant la notion des deux sens ou directions opposés, dans 
lesquels on peut marcher sur la ligne à partir de chacun de ses 
points ordinaires. 

H. Une droite est représentée par deux équations linéaires 
simultanées telles que 

Aia:-+-Bi^-4- Ci;5-+- Di = o, 
Aix -+- Bfjr ^ Cj 3 -h Dj = o, 

où les déterminants des paires de colonnes de coefficients des 
coordonnées ne sont pas tous trois = o, et aussi par 

en supposant (BiCj — B2C|)7^o, ou bien encore par les équa- 
tions toutes trois linéaires 

x = xo-hat, ^=7o-^-P^ z = Zo-^^t, 

en prenant linéaire la fonction indéterminée ^{t). Les quan- 
tités Xq^ j'o) ^0 sont les coordonnées de quelque point de la droite, 
a, p, Y sont ses paramètres de direction (coordonnées de quelque 
même point pris sur sa parallèle menée par l'origine), et, sembla- 
blement à la conclusion du n^ 7, la quantité «(a, p, y)t est la dis- 
tance algébrique du point (a?, y, z) au point origine (xq, yo^ Sq)^ 
véritable coordonnée du premier point dans Tespace à une dimen- 
sion que la droite occupe au milieu de Tespace proprement dit. 

12. Ces trois modes de représentation analytique des figures 
géométriques (surfaces et lignes) sont les plus importants de 
beaucoup et sont employés tour à tour suivant les circonstances. 
D'une manière générale, le deuxième (3), (7) conduit aux cal- 
culs les moins chargés, et, à cause de cela, on le préfère toujours 
aux deux autres pour les applications numériques. Mais les for- 
mules qui en dérivent ont le grave inconvénient d'être dissymé- 
triques par rapport aux coordonnées, en outre d'être habituelle- 
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ment illusoires quand les fonctions telles que F(^, y)y F<(a;), 
Fa (a:) cessent d'être olotropes, ce qui peut arriver aux points 
ordinaires (Cf. 73, 81, in/.). 

Les deux autres conduisent à des formules plus compliquées 
mais symétriques, par suite plus lumineuses et même plus faci- 
lement maniables. Ils sont préférables au deuxième pour les 
recherches théoriques, le troisième surtout (4), (8). Quant au 
premier (i), (6), il est employé presque exclusivement quand il 
s'agit de figures algébriques, c'est-à-dire représentables par des 
équations égalant à o des polynômes entiers par rapport aux 
coordonnées. Lui seul effectivement met ce caractère essentiel en 
pleine évidence. 

Quand les déterminants différentiels des fonctions ç, y, ^ pour 
une surface, ou bien leurs dérivées pour une ligne, s'annulent tous 
numériquement pour certaines valeurs particulières des variables 
auxiliaires, le point correspondant de la (igure devient habituelle- 
ment singulier, même si ces trois fonctions y demeurent olotropes. 
Le troisième mode offre ainsi cette propriété spéciale à remarquer, 
de permettre par l'emploi de fonctions néanmoins olotropes, 
l'étude des points singuliers de ce genre, qui, de tous, sont les 
plus fréquents et aussi les plus intéressants. 

13. Il importe de noter que les équations {^) ne représentent 
une surface, que sous la condition expresse, pour les fonctions 
î> 7j ^î de fournir deux à deux des déterminants différentiels 
non tous trois nuls identiquement. Car si elles avaient leurs 
dérivées premières toutes identiquement nulles, elles se rédui- 
raient à des constantes, et les équations considérées ne représen- 
teraient qu'un point fixe. Si, ne les ayant pas telles, leurs trois 
déterminants s'évanouissaient identiquement, on pourrait cer- 
tainement éliminer/?, q une première fois entre deux de ces équa- 
tions, une seconde fois entre deux autres, et il viendrait entre j:, 
y, z un système réduit de deux équations représentant une 
ligne (317*). 

Même observation pour les équations (8), qui, au lieu d'une 
ligne, représenteraient un simple point si l'on avait identique- 
ment (f' {t)= y^ (t)= ^' {t)= O. 

De même encore pour les équations analogues à trois variables 
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auxiliaires/?, q^ /*, 

Si les dérivées premières de 9, y, ^ sont loutes nulles idenli- 
qnement, elles représentent un simple point fixe. 

Si non, mais si chacun des couples (y, ^), (<J^, ç), (cp, y) a ses 
trois déterminants différentiels nuls, elles représentent une ligne. 

S'il n^en est pas ainsi, mais si le déterminant différentiel unique 
de ces trois fonctions s^évanoult identiquement, les mêmes équa- 
tions représentent une surface. En réalité, comme toujours en 
apparence, elles représentent un point indéterminé de Tespace 
dans le cas seulement oh ce dernier déterminant est ^ o. 

14. Nous avons vu implicitement (6) qu'une surface peut être 
considérée comme le lieu des points dont les coordonnées sont 
des fonctions données de deux indéterminées, données sous cer- 
taines conditions, ou bien, ce qui revient au même, qu'elle peut 
être représentée par trois équations contenant deux paramètres 
indéterminés. Elle est encore aussi bien le lieu des points d'unr* 
ligne variable dont les deux équations 

renferment un paramètre indéterminé a. Car les points de 
l'espace pouvant appartenir à une pareille ligne se trouvent évi- 
demment, et à l'exclusion de tous autres, sur la surface repré- 
sentée parle résultat de l'élimination de a entre les équations (9). 

C'est ce qu'on exprime géométriquement, en disant qu'^z/ze 
surface peut être engendrée par le mouvement d^une ligne 
variable dépendant d\ine seule indéterminée. Relativement à 
la surface ainsi engendrée, la ligne mobile se nomme la généra- 
trice; on nomme directrice toute ligne fixe (située bien entendu 
sur la surface) que la génératrice rencontre constamment, et qui 
la guide en quelque sorte dans son mouvement et sa déformation. 

Cette manière d'envisager les surfaces aide beaucoup à la con- 
ception de leurs formes. Pour une surface donnée, on peut évi- 
demment choisir la génératrice et les directrices d'une infinité de 
manières; mais on prend naturellement les lignes les plus simples 
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et les mieux connues qui puissent être tracées sur elle, par exemple 
des droites, des circonférences, si loutefois la nature des choses 
le permet. 

Quand une surface peut être engendrée par une ligne droite on 
dit qu'elle est réglée. Tels sont les cylindres, cônes (143 et suiv., 
inf.)^ et certaines surfaces du deuxième degré (toutes même si 
Ton voulait admettre des génératrices rectilignes imaginaires). 

Pour la surface engendrée ainsi par la ligne (9), on obtient 
une représentation du troisième mode qui est souvent avantageuse, 
en exprimant arbitrairement Tune des coordonnées de son point 
courant en fonction de a considéré comme première variable 
auxiliaire et d'une seconde quelconque, puis en prenant les 
expressions semblables que la résolution des équations de lu 
* génératrice fournit pour les deux, autres coordonnées. 

IS. La considération de la série de Taylor et de l'égalité 

montre immédiatement (199*) que Téquation générale des surfaces 
passant par un point donné (j^oj^o» ^a) est 

OÙ cp, ^, i/ sont trois fonctions olotropes des coordonnées, entière- 
ment arbitraires. 

Il est facile aussi de former l'équation générale /(;r, j^, 5)= o 
des surfaces qui contiennent la ligne représentée par les équa- 
tions (6). Les déterminants différentiels des fonctions /"i , /Jj ne 
pouvant s'annuler tous trois qu'aux points singuliers de cette 
ligne, celui pris par rapport à y^ z, pour fixer les idées, ne s'y 
évanouira pas quelle que soit x] la résolution des équations 

fournira donc pour yy z des fonctions olotropes de x et des 
paramètres /? 1,^72, cela tout au moins pour des valeurs suffisam- 
ment petites de ceux-ci (307*), et la substitution de ces expres- 
sions changera /(^, y^ z) en une fonction olotrope de ^,/?i, P2 
(248*). 

Cette fonction composée F(:r, /?i, P2) est développable par la 
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formule de Taylor à partir des valeurs de x, /?i , /?2 qui répondent 
à un point quelconque dé la ligne donnée, c^est-à-dire à partir 
d^une valeur quelconque de x et de /?i = 0, p2= o. Mais comme 
elle doit s'évanouir en tous les points de la ligne, c'est-à-dire 
pour y?! =p^^= o, quelle que soit x, son développement ne con- 
tient point de termes indépendants de pi et de p2. On a donc 

identiquement 

F(^r Pi>Pt)= ^^\Pi-^^tPiy 

dHi, 011/2 désignant certaines fonctions olotropes de x, />i, p2 
(199*). 

Si donc on revient aux anciennes variables x, y^ z en substi- 
tuant/i, /2 à/?4, /?2j il vient 

(II) /(^,r, -)= M,/i-+-M,/„ 

M|, M2 représentant maintenant des fonctions olotropes de x^ 
y^ z. Réciproquement, il est clair qu'en choisissant arbitraire- 
ment ces dernières fonctions et égalant à o l'expression (i 1), on 
obtient toujours l'équation d'uue certaine surface contenant la 
ligne considérée. 

Si les équations de la ligne étaient données sous la troisième 
forme (8), on obtiendrait évidemment la représentation du même 
genre pour les surfaces qui la contiennent, en prenant 

rc = <ï>(/, a), j^ = X(f, a), z = yV{t,u\ 

u représentant une seconde variable auxiliaire et $, X, ^ trois 
fonctions de t^ u, choisies arbitrairement sous la seule condition 
de se réduire à ç(0) /(')' ^(^) P^^^ " = ^o par exemple. 

16. Les équations générales d'une ligne passant par un point 
donné Xoyyof ^0 s'obtiennent évidemment en en accouplant deux 
de la forme (10). 

Celles d'une ligne située entièrement sur la surface (i) supposée 
donnée ,e formeront en associant à cette équation celle d'une 
autre surface arbitraire. 

Si la représentation analytique de la surface était donnée sous 
la troisième forme (5), on obtiendrait évidemment la même repré- 
sentation des lignes tracées sur elle, en substituant à/7, ^ dans les 
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(bnnules (4) deux, fondions arbitraires Ts(t), x(t) d^une même 
variable auxiliaire t. 

Ou bien encore, ce qui revient au même, on pourrait assu- 
jettir/?, g à vérifier une équation arbitraire 

((ui, convenablement choisie, représenterait dans un système de 
coordonnées spéciales toute ligne tracée sur la surface. Ici, cette 
ligne se présente évidemment comme lieu des intersections de la 
ligne 

OÙ 9 joue le rôle de variable auxiliaire unique, et qui varie sur la 
surface avec la valeur du paramètre /?^°\ par la ligne analogue 

cela pour la relation 

établie entre les paramètres p^^\ q^^^ remplissant aussi les fonc- 
tions de véritables coordonnées. 

17. Le rôle immense joué par le plan dans la Géométrie pure et 
aussi bien dans ses applications mécaniques et physiques donne une 
importance considérable aux lignes pouvant être tracées sur lui, 
que l'on nomme planes par opposition aux autres dites gauches 
ou bien encore à double courbure (192, inf.). Le plan d'une ligne 
plane étant l'une des surfaces qui la contiennent, on pourra former 
les équations d'une pareille ligne en combinant celle de ce plan 
avec celle d'une autre surface convenablement choisie (16). 

Si le plan de la ligne coïncide avec celui des xy^ il aura pour 

équation 

j = o, 

moyennant quoi l'équation de l'autre surface 

pourra évidemment être remplacée par 

7(^1 r, o)=/(j-,7) = o, 
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ce qui donne dans le premier mode 

-8=0, 

pour la forme la plus simple des équations d'une ligne située dans 
le plan de xy. 

Celles du deuxième mode seront évidemment 

I >s = o, 
et celles du troisième 

Quand il est bien sous-entendu qu'il s'agit exclusivement de 
lignes situées dans le plan desx^, on fait complètement abstraction 
de la dernière équation 3=0 dans ces trois formes ; on remarquera 
d'après cela que les équations (7) considérées chacune isolément 
représentent, dans les plans des xy et des xz^ les lignes planes, 
projections de la ligne de l'espace (6) par des droites parallèles aux 
axes des z et des^ respectivement. 

Les points ordinaires de la ligne plane 

sont évidemment ceux où/(:r, y) est olotrope et ^ ? ^ non toutes 
deux =0; les autres sont singuliers (8). 

Mesure des longueurs (courbes). 

18. Supposons qu^ une ligne représentée en coordonnées rec- 
tangulaires par les équations 

(1) ar = c>(o, y = ySn. 5 = 4^(0 (iO) 

n^ait aucun point singulier dont les coordonnées correspondent 
à des valeurs de t comprises entre les valeurs particulières 
invariables /07 T >• /o> ^^> entre ces extrêmes, insérons g valeurs 
intermédiaires de t formant une suite 

(2) ^0) ^1» 'sj • ■ •» 'ipi T, 

OÙ Vexcès de chaque terme sur le précédent reste positif et 
M. - IV. 2 
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inférieur à une même variante positive Ig tendant vers zéro 
pour g infini. Si l'on nomme 

«0, ai, aj, ..., a^f A, 

les points de la ligne (i) dont les coordonnées répondent aux 
valeurs (2) attribuées à f, et [aoA]g la longueur de la ligne 
brisée variable que l'on inscrit dans la proposée de a^ à K en 
joignant chacun de ces points au suivant, on a toujours 



,3, .»[»..,.=/ .,^/(-)^(^)^(g)^ 

■ 

de quelque manière que l'on ait pu opérer. 



En nommant indéfiniment t et t -^ ù^t deux termes consëcutifs 
de la suite (2), puis x, y, z et x -^ Ax, y -h Ak, ;; -f- As les coor- 
données des points correspondants de la ligne considérée, la lon- 
gueur du côté de la ligne brisée [ai A]^ compris entre ces deux 
sommets est égale à 

€t la longueur totale de la même ligne à 

la sommation étant étendue à toutes les valeurs (2) de /, sauf la 
dernière. 

Comme x,y^ z sont des fonctions de t essentiellement olotropes, 
la formule de Ta^lor donne 

Aj?= -^ A^-hOxA««, A7 = -^ A/ -f- e^ A/ï, A3 .= ^- Af -h 0^ A<*, ' 

Hxi Ô/, Oa désignant trois fonctions olotropes de t^ A/ (199*), puis 



parce que A^ est toujours >> o, et est aussi une fonction olotrope 
de t, àt. 

Les points considérés sur la ligne (i) étant tous ordinaires, les 

dérivées -^9 -~t -jt ne peuvent en aucun d'eux s'évanouir à la 
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fois (10), ni par suite la somme de leurs carrés puisque ce sont 
des quantités réelles; entre ^o? T, on peut donc assigner à cette 
somme quelque limite inférieure positive [jl (186*). On peut de 
même assigner une limite supérieure à la valeur numérique de 9, 
pour toutes les valeurs de t^ àt sur lesquelles nous raison- 
nons (200*). 

La quantité A/ étant infiniment petite, il arrive ainsi un moment 
où le dernier terme de l'expression sous le radical reste numéri- 
quement inférieur au trinôme qui le précède, moyennant quoi la 
formule du binôme (118**) devient applicable et donne 



(5) 



! v/(g )^(g)'-(S)'-'" 
I =v/(S)*-(î)"'(S)'-'". 



OÙ il est évident que 0' est encore une fonction olotrope de ^, A^. 
Maintenant, les relations (4)? (5) conduisent à 



et le dernier terme du second membre est infiniment petit, car il 
est évidemment inférieur à 0(ï — ^o)'^> ® représentant la limite 
supérieure assignable à la valeur numérique de 8'. Quant au pre- 
mier terme, il a pour limite l'intégrale définie (3), ce qu'il nous 
suffît de constater (235*). 

19. La limite de la ligne brisée variable, dont la formule (3) 
fournit la valeur, se nomme par définition la longueur de Varc 
de la ligne (i) compris entre les points «o, A. Habituellement, on 
se contente de dire que cette longueur est la limite d'une ligne 
brisée quelconque à côtés infiniment petits, inscrite dans cet arc; 
mais la condition d'être croissante que nous imposons à la suite (2) 
est nécessaire à l'existence d'une limite de valeur invariable. Si 
elle n'était pas remplie, la ligne brisée pourrait en quelque sorte 
revjenir sur elle-même, et, quoique étant sans ceisse inscrite dans 
Tare, quoique ayant son plus grand côté infiniment petit, sa lon- 
gueur pourrait tendre vers une limite quelconque, ou même n'en 
avoir aucune. 
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20. La longueur s de l'arc de la ligne (i) compris entre un point 
fixe ao et un point mobile m, prise positivement quand la difie- 
rence t — ^o ^ un signe déterminé, le signe + par exemple, prise 
négativement quand t — t^ a le signe opposé, c'est-à-dire selon 
que la marche de ao à /n sur la ligne s'effectue dans un sens ou 
dans l'autre (10, injine\ est une fonction réelle de t donnée dans 
les deux cas par la formule 

On choisit souvent cette quantité pour variable auxiliaire sub- 
stituée à t\ c'est permis, car en vertu de l'équation différentielle 

évidente 

fit _ I 

~ds - /(p'("0*-+-y;(0*-^f{0'*' 

où le radical ne peut s'évanouir,'/ est une fonction olotrope de s 
(303*) dont la dérivée ne s'évanouit jamais non plus (aux points 
ordinaires). 

21. Quand on prend les équations de la ligne sous leur seconde 
forme (9), la formule devient 



-!>s/'<£î-m- 



Mais, quel que soit le choix de la variable auxiliaire, on a 

( 7 ) c?5 = y/dx"*- -h dy^ -h dz^. 

22. Dans les parties élevées des théories dont nous nous occu- 
pons, il y a souvent à considérer les arcs de lignes tracées sur une 
même surface, donnée sous le troisième mode de représentation 

(8) a:=cp(/?, ^r), J = /(/>, 9^), ^ = '!>(/>, ^), 

par la substitution à/?, ^de fonctions données 

(g) p = w{t), q=y-{t) 

de la variable auxiliaire t intervenant dans le même mode de repré- 



ds 
"dt 
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senlalion de celle ligne (16). Gomme alors on a immédialemenl 

dx __ dr^ dp do dfj dy ^ àydp dy^ dq 

dt ^ dp dt àq dt dt ~ dp dt dq dt 

(10) { 

dz __ d'h dp d^ dq 

dt ~^ dp dt dq dt 

la formule (6) donne pour l'arc S de celle ligne la relation 
que Ton écrit plus volontiers 

(11) ds = v/E dp^ -\-'iV dpdq-^Q dq*, 

OÙ, pour abréger, on a posé 

<">'^-(S'-(g)'*($)'. ^-§$-- Hïï— 

fonctions composées des fonctions simples (9) spécialisant la 
ligne, dont les composantes ne dépendent que de la nature de la 
surface. 

On remarquera que le déterminant EG — F^ est essentiellement 
positif. On a effectivement la formule évidente 



(i3) EG — F» = f» -h m* -+- iiî, 

H, m, u représentant, comme au n° 6, les déterminants différentiels 
des fonctions «p, y, '^ associées deux à deux, lesquels ne peuvent 
s'évanouir à la fois en aucun point ordinaire de la surface (8) (5). 

23. Le rapport, à une corde infiniment petite, de Varc 
qu'elle sous-tend a pour limite i . 

Si A/y Ajt, Ay, Ag sont les accroissements subis par ty x, y, z 
quand on passe d'une extrémité de la corde à l'autre, le rapport 
en question peut s'écrire (20) 

hfWMtMS 

Or le numérateur a pour limite la dérivée de l'intégrale (6) 
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par rapport à sa limite supérieure (196*), c'est-à-dire la valeur 
correspondante du radical placé sous le signe d'intégration (228*). 

Les fractions — » ••• ont pareillement pour limites les déri- 
vées -7- > •••; le dénominateur tend donc vers le même radical, 
at 

et, comme il n'est pas nul, le rapport considéré tend vers i . 

24. Tout ce qui précède, nous le répétons, s'applique exclusi- 
vement aux parties de la ligne (i) qui ne contiennent que des 
points ordinaires. Quand il y a des points singuliers, l'intégrale (3) 
devient artificielle (238* et suiv,), et sa valeur, au cas qu'elle 
existe, définit alors et mesure la longueur de l'arc considéré. 

23. Le cas d'une ligne plane est le plus simple de ceux dont 
nous parlions au n° 22. En prenant son plan pour celui des xy, 
les formules des n°* 20, 21 donnent immédiatement 

Toutes les formules de ce paragraphe se transformeraient aisé- 
ment en coordonnées obliques, s'il n'y avait pas complication 
inutile à le faire (1). 

26. Montrons encore une fois ici la représentation géométrique 
des fonctions circulaires à laquelle nous avons fait allusion quand 
nous nous sommes occupés d'elles (250**), et sur laquelle reposent 
beaucoup de formules de l'Analyse appliquée à la Géométrie. 

Pour les équations du cercle de rayon r^o, 

(l4) 37» -f- J^2 = /•*, 

mises sous la troisième forme (17), on peut prendre 
(i5) X = o{t) = rcost, y z= y(t)= rsïnt: 

car les propriétés du sinus et du cosinus, considérés comme fonc- 
tions purement analytiques (231** et suiv,)^ entraînent, pour 
ces équations^ celle de donner, par leur résolution, quelque 
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valeur de t reslanl réelle pour toutes les valeurs réelles de x^ y 
qui sont les coordonnées d'un point du cercle, et (p'( ^) = — r sin <, 
')^'(f) = rcos^ ne peuvent jamais s'évanouir à la fois. Enfîn la dis- 
cussion de ces formules (23o**) montre que le point (^,^) par- 
court indéfiniment le cercle dans le sens de rotation direct (87**), 
quand t croît de — oo à -4- oo. 

Cela posé, on trouve immédiatement, en supposant que s croît 
avec t^ 

ds = dt^{ — /•siQ<)*-f-(rcosf)* = r dt, 

d'où, en intégrant sous la condition 5 = pour ^ = o, c'est-à-dire 

pour j? = r, ^ = o, 

s = rt, 

moyennant quoi, les équations (i5) peuvent s'écrire 

s s 

T = rcos-f >' = rsin-» 

Si maintenant on prend /•=!, on voit que le cosinus et le 
sinus d'une variable réelle s sont les coordonnées de l'extré- 
mité d'un arc de longueur s mesuré sur le cercle (i5) à partir 
du point (1,0), et cela dans le sens de rotation direct ou dans 
le sens rétrograde selon que 5^0. 

27. Nous appliquerons dès à présent la formule (6) à la solu- 
tion de deux problèmes dont le second est d'un grand intérêt. 

Entre deux points donnés 

(16) {^uyuzx), {Xi,yt,Zi), 

tracer dans l'espace l'arc de longueur minimum. 
En écrivant 

les équations de la ligne inconnue où ^ (^), ... sont des fonctions 
indéterminées sous la seule restriction que, pour des valeurs 
données et invariables ti^ t2 de t^ on ait 

(17) (p(f,) = ar,, ..., ..., o(/,)=a7i, 

on a à rendre minimum l'intégrale définie 



(18) 



f dt)/x'*'^y*-^z'*. 
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Les formules des n"* 100*** (et voisins) donnent ici 

d x' 

JT = — -7- :? 1J=..., 3=«.M 

d'où, pour le minimum {loc. cit.j l), 

d x' _ d y _ £ z' ^ ^ 

'^ dt y/^'i^yt^ji't ~ dt /^s_^yi^Vi " dt /ar'«-h/«H-?* " 

Comme a:'= -^> v'= -^, :;'=: — sont des fonctions réelles 

dt ^ dt dt 

de t qui ne peuvent s'évanouir identiquement toutes trois, le 
radical jouit de la même propriété, et, en le représentant par A, 
ces équations, écrites 

, dx* dl , , dy' d\ , ^ dz' d\ , 
dt dt dt dt-^ dt dt 

montrent que les déterminants du tableau 



^, 


y> 


z , 


dx' 

-dt' 


dy 
dt' 


dz' 

~dï' 



sont tous identiquement nuls, c'est-à-dire que x'^y\ z' sont pro- 
portionnelles à trois constantes (51***), qu'elles sont même 
égales à trois quantités de ce genre a, p, Y> ^^ ^'^° profite de 
l'indétermination de cp(^) par exemple (10) pour prendre cette 
fonction linéaire par rapport à /. Maintenant, l'intégration des 
équations 





, dx 


V' '^^ 3 


" '- dt 


conduit à 









x = Xo-^at, r=7o-i-P^ z = Zo-h'(t. 

Ce sont les équations d'une droite, dont les paramètres Xq» • • • 9 
a, • • . se déterminent par les conditions (17) en même nombre. 
(>elles-ci d'ailleurs entraînent 8^1 = 8x, = . . .= 8/2 = 0X2 = . . .= o, 
d'où satisfaction assurée d'avance à l'autre condition générale du 
minimum = o ( * ). 

(*) Cette solution ne serait évidemment qu'un cercle vicieux, si, comme autre- 
fois, on prenait pour définition de la ligne droite cette même propriété de tracer 
le plus court chemin entre deux quelconques de ses points. Pour qu'il en soit 
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28. L'autre problème est celui-ci : 

Entre les points (i6) marqués sur une surface donnée, 

tracer sur celle-ci un arc de longueur minimum. 

Il faut toujours rendre minimum l'intégrale (i 8) sous les condi- 
tions aux. limites (17) supposées compatibles a\ec Téquation (20), 
mais en outre sous la condition indéfinie exprimée par cette 
même équation (20) dont la diflférentiation de caractéristique 8 
donne 

àf . àf ^ à/ ^ 

ôx Oy -^ dz 

En représentant alors par Ç, r^, Ç, pour abréger, les fonctions 
composées difTérentielles du premier ordre dont les dérivées 
figurent dans les équations (19), la première condition générale 
du minimum 

jointe à la précédente donnera, d'après le n° 100***, II, 

d^ dri ûfÇ 

, ^ di ~di ~di 

(21) 



dl dl df 

dx dy Oz 

Ce sont deux équations différentielles, évidemment du second 
ordre par rapport aux fonctions inconnues x^ y, z^ se réduisant 
toutefois à une seule, à cause des relations évidentes 

et Ç- -+• 7^2 4- ÎJ2 -_ , ^ celle-ci donnant par différentialion 

^ dt^^^ dt ^^ dt-""' 

Pour obtenir Xj y^ z, il y aura donc à choisir arbitrairement 
l'une de ces trois fonctions de t (10), puis à intégrer le système 



autrement, il faut définir la ligne droite par ses propriétés descriptives, par 
exemple comme je Tai fait dans mes Nouveaux éléments de Géométrie ( Gau- 
thier- Villars et fils). 
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mixte formé pour les deux autres par Téquation finie (20) et 
celle des équations différentielles (21) qu'il aura convenu de 
retenir. Les intégrales générales contiendront ainsi deux con- 
stantes arbitraires, à déterminer par la condition que la ligne 
correspondante passe bien par chacun des points donnés (16). 

29. On nomme lignes géodésiques de la surface, toutes celles 
tracées sur elle de manière à satisfaire aux conditions nécessaires, 
mais non suffisantes (21), du minimum. En général, et d'après 
ce qui précède, on peut faire passer une ligne géodésique par 
deux points pris arbitrairement sur la surface, quelquefois 
plusieurs ou bien une infinité (cylindre à section droite fermée), 
pouvant même constituer (sur une sphère, entre des points dia- 
métralement opposés) une suite continue; et, si tout arc minimum 
terminé à ces deux points appartient certainement à quelque ligne 
géodésique, il n^est pas vrai quHnçersement tout arc d^une 
pareille ligne compris entre eux soit de longueur minimum. 

Toute droite traçable sur la surface en est évidemment une 
ligne géodésique, soit encore parce que, si l'on exprime linéaire- 
ment en t les coordonnées de son point courant (H), elle donne 

dJr dr dl. 

j^ = -^ = ^ = o, ce qui procure satisfaction aux équations (21). 

Quand, au contraire, une ligne géodésique est courbe^ elle 
possède (sauf en des points exceptionnels) une normale princi- 
pale (178, inf.) dont les mêmes équations assurent la coïnci- 
dence constante avec la normale à la surface de même pied 
(117, inf,). Effectivement, Ç, tj, Î^ étant précisément les cosinus 

directeurs de la tangente à la ligne (84, />?/.), ^;' ^' ^ sont pro- 
portionnelles à ceux de la normale principale (178, m/.), comme 
^> ^> -y^ le sont à ceux de la normale à la surface (118, inf.), 

La normale principale étant située dans le plan osculateur à la 
ligne au même point (178, f/?/.), on exprime le même fait en 
disant que le plan osculateur à la ligne géodésique ne cesse 
pas d^être normal à la surface* 

Quand il s'agît d'un simple plan, ses lignes géodésiques ne 
sont évidemment que l'ensemble des droites pouvant être tracées 
sur lui. 
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Mesure des aires (i). 

30. Si une ligne plane rapportée à des axes rectangulaires 
a pour équation du deuxième mode (17) 

OÙ F{x) reste olotrope et positive de x = Xq à x = TL{^ Xq), 
la mesure S de l'aire plane limitée par le segment [xq^] de 
raxe des x^ les ordonnées de la ligne répondant aux ab- 
scisses Xfi^H. et Carc de la même ligne ayant pour extrémités 
celles de ces ordonnées est donnée par la formule 

Nous supposerons pour fixer les idées que la fonction F{x) 
croît sans cesse dans Fintervalle [:roX]; nous réunirons ces 
abscisses extrêmes par des abscisses intermédiaires variables for- 
mant avec elle une suite croissante 

OÙ la différence de deux consécutives est inférieure à quelque 
variante Ig infiniment petite pour g infini, et auxquelles corres- 
pondent les ordonnées de la ligne 

(3) 70, yu ^î» •••! yi(=^(^i))y •••» y^^ Y; 

puis nous considérerons les rectangles, de surfaces 

(4) ro(^i — ^o), ..-, yti^i-k-i — ^ih ••- yA^ — ^^)^ 

ajant chacun pour hauteur une des ordonnées (3), sauf la der- 
nière, et pour base le segment découpé sur Taxe des x par cetle 
ordonnée et la suivante. 

A cause de la croissance supposée à F(:r), Paire limitée par 
Taxe des x^ les ordonnées^/, ^|.,_4 et la ligne (i) surpasse celle du 



(<) Dans ce paragraphe et dans le suivant, je pars, relativement aux aires 
planes et aux volumes, des notions premières exposées dans les Chap. X et XII 
de mes Nouveaux éléments de Géométrie. 
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rectangle yi{^i^i — ^/), mais d'une quantité inférieure à 

En représentant donc indéfiniment par A^, ùiF(x) le second fac- 
teur de ce produit et le premier, on a 

S — 2F(a:)Aj:< 2AF(j:)A:f. 

Mais la formule de Tajlor donne AF(^) = ç(^, Aa:)Aj?, où y 
est une fonction olotrope de x, Ajt, à la valeur numérique de 
laquelle on finit par pouvoir assigner une limite supérieure inva- 
riable M (199* et 5W£V.); le second membre de cette inégalité, 
finissant ainsi par être inférieur à M(X — ^o)lg} tend vers zéro, 
le premier a fortiori, ce qui donne bien 

S = lifnSF(ar)Aj:= Ç Y{x)dx (235*). 

31. Quand F(^) cesse d'être olotrope en quelque valeur de x 
non extérieure à l'intervalle [^oX] (ce qui peut arriver même 
pour un point ordinaire), l'intégrale (2) devient artificielle (238* 
et suiv,^^ mais n'en fournit toujours pas moins, si elle existe 
encore, la mesure de l'aire considérée, que celle-ci existe par elle- 
même, ou bien par convention. 

32. S'il s'agit d'une aire plane limitée par un enchaînement 
fermé d'arcs de lignes quelconques, des parallèles à l'axe des y^ 
menées de manière à découper ce contour en parties dont chacune 
est représentable par une même équation de la forme (i), décom- 
posent celte aire en une somme ou différence d'autres dont la 
formule (2) fournit immédiatement les mesures. 

Rien n'empêche évidemment d'opérer une décomposition ana- 
logue par des parallèles à l'axe des x^ ce qui conduit à des aires 
partielles dont chacune s'évalue en intégrant des différentielles de 
la forme x dy^ 

33. Si les axes étaient obliques, on aurait à considérer au 
lieu des rectangles mesurés par les expressions (4), des parallélo- 
grammes a}^ant pour mesures les produits des mêmes quantités 
par l'aire du losange de côté = i construit sur les axes, c'est- 
à-dire par sin6, 6 représentant l'angle des parties positives de 
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ceux-ci. La formule fondamentale (2) serait donc remplacée par 



X 



S = sinO / y dx 
qui est à peu près inusitée. 

34. La mesure de Vaire plane définie au n^ 32 est évidem- 
ment la limite de celle de l'aire d^un polygone variable inscrit 
dans son contour de manière que le périmètre de ce polygone 
ne se coupe jamais lui-même et que la longueur de son plus 
grand côté soit infiniment petite. 

35. La définition et l'évaluation des aires courbes sont fondées 
sur un théorème que nous énoncerons comme il suit : 

Soient 

(5) a? = (p(/ï, çr), y==l{pyq), ^ = ^{P7g) 

les coordonnées rectangulaires d'un point quelconque m d'une 
surface, exprimées en fonctions de deux variables auxiliaires 
p, q {^) dont nous représenterons chaque couple de valeurs par 
le point n ayant précisément p, q pour coordonnées relatiçe^ 
ment à des axes rectangulaires tracés dans un plan auxiliaire. 
Soit encore E une aire découpée dans ce plan par un contour 
de la nature de ceux définis au n^ 103***, et supposons que la 
surface (5) n'offre aucun point singulier à l'intérieur de 
l'aire E {c'est-à-dire dont les coordonnées x, y^ z soient des 
valeurs de cp, y^y i/ pour des valeurs de />, q égales aux coor- 
données de quelque point n intérieur à l'aire E). 

Appelons maintenant indéfiniment /i, n,, n^ des groupes de 
trois points intérieurs à l'aire E, ayant pour coordonnées 

{Py q). (p-^^ip, ç-^^içh (p-^^iPy q-^^i9)y 

puis, supposons d'^abord que tous les triangles e ayant de 

pareils sommets soient contigus extérieurement sans laisser 

entre eux aucune solution de continuité, que le plus grand de 

leurs côtés soit infiniment petit, et que la ligne brisée limitant 

leur agglomération soit inscrite dans l'enceinte de Vaire E, 

ce qui donne (34) 

Iiin2e = E, 
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Supposons enfin que l'on ait, indéfiniment aussi, 

où, comme au n^ 108***, A, k sont des quantités infiniment 
petites et |JL|, V|, [Ao, V2, quatre quantités variables finies dont 
le déterminant [X| Vj — v< [jl2 = 28 soit positif et toujours supé- 
rieur à quelque quantité positive invariable. 

Tout ceci bien entendu, si Von nomme indéfiniment <t l'aire 
du triangle infiniment petit ayant pour sommets les points m, 
/Wi, m 2 de la sur/ace qui correspondent aux points /i, n^, n^ de 
l'aire auxiliaire E, on a, quelque ait été le procédé suivi, 

(6) llmSff = // dp dq /t'» -r- m^ -^ u*, 

OÙ î, m, li représentent les déterminants différentiels définis 
au n^ 6, oïL le radical doit être pris positivement, et où l'inté- 
gration double doit être exécutée à V intérieur de l'aire E 

(106***). 

En représentant par o-j. la projection orthogonale du triangle o- 
sur le plan desjK-ïeten raisonnant exacLement comme au n*^ 108***, 
on trouve 

où 8/p est une série entière en A, A*, dont chaque terme contient 
soit A, soit k comme facteur et 8 pour seul diviseur, puis des 
expressions semblables pour o-^, <t-, projections du même triangle 
sur les autres plans coordonnés. Il en résulte 

où 8 est une quantité de même nature que 8j., 9^, 8-, puis par la 
formule du binôme, ici applicable parce qu'on peut assigner à 8 
une limite supérieure infiniment petite, comme aussi une limite 
inférieure positive à la somme des trois carrés dont l'évanouisse- 
ment simultané est impossible (6), (186*), {Cf. 18), 

(T = e(/t^ -h ui* -f- u* -^uh-\- vk)f 

Uj V représentant comme au n° 108*** certaines fonctions dep, </, 
t*-< » V| , [X2, V2, A, A' qui demeurent olotropes pour toutes les valeurs 
de ces huit quantités étant à considérer. 
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Il suffit actuellement de recommencer le raisonnement final 
du numéro cité pour obtenir la formule (6) que nous voulions 
établir. 

36. L'expression St mesure évidemment Taire de la surface 
polyédrique, à facettes triangulaires infiniment petites, qui a pour 
sommets les points . . ., m, mi, mzy ... de la surface (5), qui est 
inscrite ainsi dans la plaque découpée sur cette surface par des 
arcs de lignes correspondant à ceux composant le contour de 
Taire E, dont Tenceinte polygonale est inscrite en même temps 
dans celle curviligne de la plaque. La limite, de grandeur déter- 
minée, que le théorème précédent assigne ainsi à cette aire 
variable, nonobstant l'indétermination considérable de ses formes 
successives, est par définition l'aire de /a plaque dont il s^agit. 

Mais les restrictions imposées par le second et le troisième 
alinéa de notre énoncé à l'indétermination de la déformation pro- 
gressive de la surface polyédrique sont nécessaires à l'existence 
d'une même limite pour son aire [la seconde équivaut pour le 
plan passant par trois points tels que m, mi, nti à la condition 
d'être infiniment voisin du plan tangent construit à la surface en 
l'un ou l'autre de ces points (7î2, in/.)]. 

Sans elles effectivement, la surface polyédrique pourrait rester 
plissée, à peu près comme le sont dans leurs entonnoirs les filtres 
de papier employés dans les analyses chimiques; elle pourrait 
encore se recouper indéfiniment elle-même, et son aire pourrait 
ainsi tendre vers une limite quelconque ou bien n'en avoir aucune 

(C7.19). 

Quand la plaque de la surface (5) que nous considérons con- 
tient des points singuliers, l'intégrale double (6) devient artifi- 
cielle (110***), mais définissant et mesurant toujours l'aire de 
cette plaque quand sa valeur n'est pas indéterminée. 

37. Pour l'aire S d'une plaque de surface on obtient une 
expression dissymétrique, mais plus simple, partant plus appro- 
priée aux calculs numériques, en adoptant le deuxième mode de 
représentation (4). On passe de la formule (6) à celle que nous 
avons en vue, en prenant 
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d'où 

el, par suite, en laissant la lettre 5 à la place de F(^, y) 

dz dz 

puis fînalement 



Pour l'aire auxiliaire E définissant Tintégration, on peut prendre 
évidemment la projection orthogonale de la plaque considérée sur 
le plan des xy. 

Mesure des Tolumes. 

38. Si une surface rapportée à des axes rectangulaires a 
pour équation du deuxième mode (4-) 

(0 z = ¥{x,y), 

où F(jT, y) reste olotrope et positive aussi longtemps que les 
valeurs de x^y sont les coordonnées d^un point non extérieur 
à une aire donnée A délimitée dans le plan desxy comme nous 
l^ avons expliqué au n^ 32, la mesure V du volume limité par 
Vaire plane A, par V enceinte cylindrique (144, inf,) ayant 
cette aire pour section droite avec des génératrices parallèles 
à Vaxe des z et par la plaque que cette enceinte découpe sur 
la surface (i) est donnée par la formule 

(•^0 y = ffzdxdy = ffF{x, y) dx dy, 

cette intégrale double étant prise précisément dans l'aire 
A (106***). 

Appelons Im une variante positive, infiniment petite pour m 
infini; puis, comme au n** 104***, imaginons des rectangles con- 
tigus, sans lacunes entre eux, dont les côtés parallèles aux axes 
des X et des j^ sont tous <C Im^ 6t formant une agglomération limitée 
extérieurement par une ligne brisée dont les sommets saillants 
soient tous sur l'enceinte de l'aire A. Appelons encore indéfini- 
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ment oLm un de ces rectangles, z la plus petite des ordonnées de la 
surface (i) dont les pieds ne tombent pas au dehors des a^, et ^m 
Taire évidemment infiniment petite (30 e^^z/tV.) de la zone limitée 
intérieurement par la ligne brisée ci-dessus, extérieurement par une 
ligne brisée de même nature, ayant ses sommets /'entrants, placés 
sur l'enceinle de l'aire A. Appelons enfin 5 -+- As la plus grande 
ordonnée de la surface dont le pied ne soit pas extérieur au rec- 
tangle OLm-, puis Ax, ù^y les accroissements subis par x, y dans le 
passage du pied de l'ordonnée z à celui de l'ordonnée s -4- A3 et 
encore ^ une limite supérieure de la valeur de F(a:, y^ pour toutes 
celles des x^ y correspondant à un point du plan de xy non exté- 
rieur à Taire X obtenue en bordant Taire A d'une zone addition- 
nelle assez minci! pour que F(;r,^) y soit encore olotrope. 

Le volume V surpasse Sza^„, somme des volumes des parallélé- 
pipèdes rectangles ayant les rectangles a^ pour bases, les ordon- 
nées :; pour hauteurs, et, à partir du moment où Taire J^mn'a plus 
de points extérieurs à Taire ali, on a évidemment 

Dans le second membre de cette inégalité le dernier terme 2^m* 
tend vers o comme 2^^} etle premier aussi (C/. 103***, II, injine)\ 
car la formule de Taylor donne 

A^ = AF(ar, ^; = X Aar -h Y ^y, 

OÙ, comme au numéro cité, Ax, Ay sont numériquement inférieurs 

à /m et où X, Y sont des fonctions olotropes de Xy y^ Ax, Ay pour 

toutes les valeurs de ces quatre quantités qui sont à considérer. 

On a donc 

V = limSzxmY 

ce qui équivaut à la formule (2) (106***). 

39. Quand F(a:, y) cesse d'être olotrope pour quelque système 
de valeurs de x, y correspondant à un point non extérieur à 
Taire A [ce qui n'est pas impossible, même pour des points ordi- 
naires de la surface (1)], ou bien quand des points de l'enceinte de 
Taire A sont singuliers pour les arcs qui les contiennent, Tinté- 
grale double (2) devient artificielle (110***); mais, sa valeur, si 
elle existe, fournit toujours la mesure du volume V en cas qu'il 
M. - IV. 3 
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existe aussi, ou bien elle la défiuit par convention quand cela n*a 
pas lieu géométriquement parlant. 

40. Pour évaluer un volume limité par une enveloppe composée 
de plaques de surfaces se raccordant les unes aux autres suivant 
des arcs de leurs lignes d'intersections, il suffit de le décomposer, 
additivement et soustractivement, par des surfaces cylindriques à 
génératrices toutes parallèles à un même a^e coordonné. Chaque 
volume partiel a la forme considérée au n° 38, et sa mesure est 
donnée par la formule (a). 

41. L'obliquité des axes apporte une très légère modification à 
cette même formule qui d'ailleurs est alors inusitée. 

Le volume du parallélépipède élémentaire qui tout à l'heure 
avait pour mesure zcLm=^z^x\y est représenté maintenant par 
l'expression (rcosN)(Ax A/sinv)-= 6;; Ax Aj^, où v,N, par suite 6, 
désignent l'angle compris entre les parties positives des axes desx 
et des y, l'angle compris entre la partie positive de l'axe des z et 
la demi-perpendiculaire élevée du même côté qu'elle sur le plan 
des xy, et le voUime du parallélépipède équilatéral de côtés ^^ i 
construit sur les axes. On a donc 

\^-Bffzdxdy; 

mais, pour la définition de l'intégration double, il faut évidem- 
ment substituer à l'aire A une aire Al' dont chaque point intérieur 
ait pour coordonnées, relativement à quelque système d'axes 
rectangulaires, les coordonnées obliques de chaque point inté- 
rieur à l'aire A. 
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CHAPITRE n. 



CONTACTS EN GÉNÉRAL. 



Déflnitioii et premières propriétés d'un contact 

entre deux figures. 

42. Quand, en un certain point commun, les fonctions jouant 
les mêmes rôles dans la représentation analytique de deux figures 
sont égales numériquement, elles-mêmes et toutes leurs dérivées 
respectivement, elles le sont identiquement (189*), et les figures 
considérées coïncident. Cette égalité numérique, quand elle a lieu 
seulement jusqu'à un ordre plus ou moins élevé, n'assure plus 
sans doute la coïncidence complète des figures; mais entre elles, 
et dans le voisinage immédiat de ce point, elle entraîne une parité 
plus ou moins marquée de forme et de position, une sorte de 
coïncidence approximative, qui constitue le contact envisagé 
dans son essence générale. C'est une notion de la plus haute 
importance, qui intervient dans presque toutes les propositions de 
la Géométrie pure et appliquée, qui, en particulier, sera désor- 
mais le thème principal de nos recherches. 

43. Nous dirons que les deux surfaces 

(i) ^ = ?i(p,q)y y^-xt(p^ç)^ ^ = ^i(pyÇh 

(•2) x = o.{p,q), y=~-v,t(p,g)y ^ = h{p,q). 

représentées Tune et l'autre de la troisième manière (o) ont un 
contact d'ordre k pour les valeurs particulières {p^^\ Ç^^^) ^^s 
variables auxiliaires, ou mieux au point correspondant alors 
commun, si, pour p=:p^^\ q ^^ q^^^ les fonctions (f^J y<, ^j^, et 
leurs dérivées jusqu'à l'ordre k inclusivement sont numérique- 
ment égales aux fonctions cp,, yo, ^2 et à leurs dérivées semblables. 
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L'entier k est l'ordre effectif du contact quand l'égalité 
numérique en question n'a plus lieu entre toutes les dérivées 
d'ordre Â- 4- i ; il n'en est que l'ordre apparent quand elle 
persiste plus ou moins loin au delà de l'ordre k. Si les fonc- 
tions ( i), (2) étaient égales numériquement en jp =/?foJ, q = yfo^, 
elles-mêmes mais non toutes leurs dérivées premières, on aurait 
/: = o, et les surfaces auraient un simple point commun, sans 
contact proprement dit. Mais il y a quelquefois avantage à dire 
qu'elles ont alors un contact d'ordre =0. 

L'existence d'un contact proprement dit exigeant que les mêmes 
déterminants différentiels des fonctions f > X' ^ ^ soient en même 
temps nuls ou non pour les deux surfaces, exige aussi que les 
mêmes dérivées premières des premiers membres de leurs équa- 
tions du premier mode s'évanouissent ou non en même temps (6). 

A cause de la nature linéaire des formules servant à exécuter 
une transformation de coordonnées rectilignes (3), V existence, 
d' un contact d^ ordre {effectif) k entre deux surfaces est une 
relation évidemment indépendante du choix des axes, 

44. Quand les surfaces (i), (2) offrant ainsi un contact 
d^ ordre effectif k{>o) sont représentées au moyen de deux 
autres variables auxiliaires P, Q par d^ autres équations 
quelconques 

(3) X = ^i{P, Q), y --= X,(P, Q), z = W,(P, Q), 

(4) ^ = *2(P, Q), y = X,(P, Q), z = ^,(P, Q), 

dans lesquelles toutefois deux fonctions dont le déterminant 
différentiel ne s'évanouit pas au point de contact, <ï>| , Xi , par 
exemple, y sont, elles et leurs dérivées jusqu'à l'' ordre k inclu- 
sivement au moins, numériquement égales aux mêmes quan- 
tités pour ^2, X2, Ici même égalité a lieu pour ^"i, W^ jusqu'à 
l'ordre k aussi. Mais elle n'a pas lieu plus loin si, pour 4>, , X| 
d\ine part^ 4>2, X2 d'autre part, l'égalité supposée se prolonge 
plus ou moins au delà de l'ordre k. 

La propriété de ne pas s'évanouir au point considéré, que nous 
supposons au déterminant différentiel de 4>|, X| et qui appartient 
par suite à celui de 4>2, X2, assure à l'autre coordonnée z la pro- 
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prlété d'êlre fonction oloirope de x^ y pour chacune des deux 
surfaces considérées et par suite aux déterminants différentiels 
de Çi, yj et de ^2, y 2 celle de ne pas s'évanouir non plus au même 
point (5). 

Cela posé, on obtiendra évidemment les fonctions ^«(P, Q), 
^"^(P, Q), en tirant successivement^, gr, en fonctions implicites 
de P, Q, des deux systèmes 

\ Xi(/>>y) = X,(P, Q), M Xî(/'»^)-X,(P, Q), 

et portant respectivement leurs deux couples de valeurs dans les 
troisièmes fonctions i^\{pi y), ^^{p-i ç)' 

Or, en vertu de la théorie des fonctions implicites (311*), les 
valeurs prises au point considéré par les dérivées de p^ q tirées 
des équations (5) sont égales jusqu'à l'ordre k inclusivement à 
celles des dérivées de p, q tirées des équations (5 bis)^ parce que 
les unes et les autres dépendent seulement des dérivées partielles 
des mêmes ordresj des fonctions figurant dans ces équations, déri- 
vées qui, de part et d'autre respectivement, sont toutes égales 
numériquement au point considéré, par hypothèse pour les fonc- 
tions <ï>, X, à cause du contact supposé pour les fonctions ç, y. Il 
en résulte que les dérivées, d'ordre égaux ou inférieurs à k, des 
fonctions composées ^i(^, q), ^2{p^ ç) sont aussi respectivement 
égales au même point; car elles dépendent des dérivées de mêmes 
ordres de jd, q considérées comme fonctions implicites simples 
de P, Q, dont nous venons de constater l'égalité au point en ques- 
tion, de celles aussi des composantes ^i{p^ y), ^2{Pjq)f qui sont 
égales jusqu'au même ordre en vertu du contact supposé (254*). 

Si enfin, pour les dérivées des fonctions (3), (4)» Tégalité numé- 
rique en question persistait dans l'ordre A* 4- 1, l'ordre effectif du 
contact des surfaces serait ^k-i- i (43), au lieu d'être précisé- 
ment égal à k. 

45. Ce théorème permet évidemment de reconnaître si deux 
surfaces ont un contact en un point donné, et de supputer son 
ordre effectif. 

Comme, en supposant z fonction olotrope de x, y pour chacune 
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des surfaces, on peut les représenter par 

x = x, y=y, z — ¥i{x,y), 

x = x, y=y. z-.T^{x,y), 

où les fonctions <Ï>|, X| sont en fait identiques à ^o? Xa V ordre 
effectif du contact sera V ordre maximum jiisqiC auquel inclu- 
sivement les Jonctions F|, F2 et leurs dérivées seront numéri- 
quement égales. C'est le moyen le plus simple de l'évaluer. 

46. Pour que les surfaces 

aient un contact d^ ordre effectif k{'^o)^ il est nécessaire et 
suffisant, que pour les valeurs correspondantes de p^ q et 
jusqu^à Vordre k mais non au delà, la fonction composée 
dep, q, 

et toutes ses dérivées s'évanouissent numériquement, 

I. Si les surfaces ont un contact d'ordre A', la première peut 
être représentée aussi par des équations 

(6) x = o^{p,q), , y = XiiPy 9)^ ^ = ^i(p.q). 

où le contact est mis en évidence, c'est-à-dire où, au point con- 
sidéré et jusqu'à l'ordre Xr, les fonctions cp 4, y», A4 et leurs dérivées 
sont numériquement égales à <p2> 72? ^2 et à leurs dérivées sem- 
blables (44); et l'identité évidente 

(7) /i(?i» Xi» 'l'i) = o 

entraîne en particulier, pour les valeurs de /?, q répondant au point 
considéré, les égalités numériques 

On a donc au moins aussi les égalités numériques de mêmes 
ordres 

puisque dans/4(cpi, yj, i,), /< ('f 2> /Ca» 4*2)? fonctions composées 
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(le />, y, les composantes f^ sont identiques, et que, jusqu'à 
l'ordre Â*, les fonctions simples ç,, y,, *\x et leurs dérivées sont 
numériquement égales aux fonctions simples çpa, '/a, <j^2 et à leurs 
dérivées pour les valeurs considérées de /?, q (251*). 

II. Si ce sont les égalités numériques (8) qui sont supposées 
avoir lieu, nous admettrons pour fixer les idées que -~ ne s'éva- 
nouit pas au point considéré, d'où, en raisonnant comme au n° 6, 
nous conclurons d'abord, des deux égalités de ce genre existant 
dans le premier ordre, que le déterminant différentiel decp2, 7^2 
ne s'y évanouit pas non plus. Ensuite, nous représenterons la pre- 
mière surface par les équations (6) en choisissant Çi , '^1 de manière 
que pour les valeurs de/?, q en question il y ait égalité numérique 
jusqu'à l'ordre k entre ces fonctions et leurs dérivées d'une pari, 
çpj, '^2 et leurs dérivées d'autre part. 

Cela posé, comme i^x est précisément la racine de l'équation (7), 
l'existence des égalités (8), combinée avec la théorie des fonctions 
implicites (311*), assurera à cette troisième fonction et à ses 
dérivées d'ordres-" A* la propriété de coïncider numériquement au 
point considéré avec i^i et ses dérivées, d'où l'existence en ce 
point d'un contact d'ordre k au moins entre les deux surfaces. 

47. Quand deux surfaces ayant un contact d^ordre k sont 
représentées par les équations ( i ), (2) mettant ce contact en 
évidence, les différences des coordonnées de mêmes noms des 
points de l^une et de Vautre qui correspondent aux mêmes 
valeurs de /?, q, sont des infiniment petits d'ordres au moins 
égaux à k -^ 1 par rapport aux accroissements A/?, Ay, à attri- 
buer à ces variables auxiliaires pour passer du point de contact 
à ceux dont il s'agit (195*). 

Car, par définition, les développements de '^1, . . . , c^2) • • • p^ir 
la formule de Taylor coïncident respectivement jusqu'à l'ordre k 
inclusivement. Ceux des différences (cpa — ^0' • • • ^^e contiennent 
donc que des termes effectifs de degrés k -\- \ au moins par 
rapport à A/», A7. 

Il en résulte que le carré de la distance de deux points corres- 
pondants est un infiniment petit d^ ordre i{k -}- i) par rapport 
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à A/?, Agr; carie carré en question est une expression homogène 
et de degré 2 par rapport aux différences (cp^ — cpi), .... La 
distance considérée elle-même est donc un infiniment petit 
d^ ordre A* 4- 1, si toutefois elle est fonction ololrope de A^, A^r, 
ce qui n'a pas lieu habituellement. 

Par exemple, si les surfaces sont représentées par les équations 

z = Fi(a:, y), z = F,(a:, y), 

où les fonctions F|, Fa sont olotropes au point de contact, le 
segment qu^ elles interceptent sur une parallèle à l'axe des z 
infiniment voisine de celle qui passe par le point de contact 
est un infiniment petit d'ordre k H- i par rapport à Ax, ^y, 
La plupart des auteurs adoptent cette propriété pour définition 
du contact. 

48. Si deux surfaces S|, 83 ont chacune au même point un 
contact d'ordre k avec une même troisième S, elles offrent en 
ce point un contact mutuel d'ordre k au moins. 

Pour ces trois surfaces on peut effectivement poser 

où les fonctions ï>m X*» 'i'*' ^^ ?2> Xit ^t ainsi que leurs dérivées 
d'ordres 5 A" prennent au point de contact des valeurs numériques 
égales respectivement à celles de <p, y, i( (44)- En ce point les 
fonctions ©i, y^i, 4/| et leurs dérivées jusqu'à Tordre k au moins 
sont donc égales à cpa, '/a, ^2 ^^ à leurs dérivées semblables; d'où 
Texistence du contact annoncé entre les deux premières surfaces. 

49. Nous dirons de même qu'entre les deux lignes 

(10) a: = çp,(o, y = yLi(ny ^ = 4^,(0 

il y a un contact d'ordre effectif k au point (alors commun) cor- 
respondant à la valeur t^^^ de la variable auxiliaire f, quand, 
pour t ^^ t^^\ mais non au delà de l'ordre A", les fonctions <pi, 
X*' 'l'* ^^ toutes leurs dérivées prennent des valeurs numériques 
respectivement égales à celles de «pa, ^a» ^2 ^^ ^^ leurs dérivées. 
L'existence d'un contact proprement dit, c'est-à-dire d'ordre 



CHAPITRE II. — CONTACTS EN GÉNÉRAL. 41 

effectif >o, exige ainsi que, pour t^= t^^\ les dérivées premières 
des mêmes fonctions (p, y, ^ soient en même temps nulles ou non. 
Elle exige par suite (10) que les déterminants différentiels sem- 
blables des premiers membres des équations des deux lignes dans 
le premier mode de représentation (8) soient en même temps nuls 
ou non nuls au point de contact. 

Comme pour deux surfaces, un contact entre deux lignes con- 
stitue une relation mutuelle qui est indépendante du choix des 
axes. 

50. Nous nous contenterons d'énoncer les propositions sui- 
vantes qui ressemblent beaucoup à leurs pendants dans la théorie 
des surfaces et se démontrent de la même manière. 

I. Quand les lignes (9), (10), offrant un contact d^ordre 
effectif k y sont représentées par des équations 

a: = *j(T;, ^ = X,(T), zr.V,(T). 
X = *,(T), y = X,(T), z = Vj(T). 

oà, au point de contact, les fonctions ^<, ^21 ayant leurs déri- 
vées premières non nulles, sont numériquement égales, elles et 
leurs dérivées d'' ordre ^/r, les fonctions X<, Vi jouissent de la 
même propriété relativement aux fonctions Xo, ^*2 respective- 
ment, et cela non au delà de C ordre k s'il en était ainsi pour 
4>, et ^2' (CfU.) 

II. Si donc on représente les mêmes lignes par les équations 

les fonctions 'F,, ^'Fi et leurs dérivées sont, au point de con- 
tact ^ numériquement égales aux mêmes quantités pour la 
seconde ligne, cela jusqu^à l'ordre k inclusivement mais non 
au delà, (Cf. 45.) 

D'où résulte un procédé évident pour constater l'existence d'un 
contact entre deux lignes, évaluer en même temps son ordre 
effectif. 
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III. Pour que les lignes 

{ 7'i(^,r»'«)=o 

et 

aient un contact d'ordre effectif k Ç'j^ o), il faut et il suffit 
que, pour la valeur correspondante de t et jusqu^à l'ordre k 
mais non au delà, les deux fonctions composées de t 

et toutes leurs dérivées s' éi^anouissent simultanément. {Cf. 46.) 

IV. Quand deux lignes ayant un contact d'ordre k sont 
représentées par les équations (9), (10) mettant cette relation 
en évidence j les différences des coordonnées de mêmes noms 
de points correspondants sur V une et l'autre sont des infini- 
ment petits d'ordres k -\-\ au moins par rapport à l'accroisse- 
ment It subi par t dans le passage du point de contact à ceux 
que l'on considère. {Cf. 47.) 

Le carré de la distance de deux points correspondants étant 

évidemment ainsi un infiniment petit d'ordre effectif 2(/:-{-i), 
cette distance elle-même, qui est visiblement une fonction olo- 
trope de A^, est un infiniment petit d'ordre k -h i par rapport 
à cet accroissement. 

En particulier, le segment rectiligne compris entre les traces 
sur les deux lignes, d'un plan parallèle à deux coordonnées 
qui sont fonctions olotropes de la troisième, est un infiniment 
petit d'ordre k + i par rapport à la variation de cette troi- 
sième coordonnée dans le passage du point de contact à ces 
deux traces. 

V. Si deux lignes ont chacune et au même point un contact 
d'ordre k avec une même troisième, elles offrent en ce point 
un contact mutuel d'ordre k au moins. {Cf. 48.) 

51. Il est bon de remarquer qu'o/i met toujours en évidence 
un contact d'ordre quelconque k, existant entre deux lignes, 
quand on exprime les coordonnées du point de chacune d'elles 
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en fonction de l'arc dont il est V extrémité, mesuré à partir du 
point de contact et muni d'un signe convenable (20). 

Considérons en effet les lignes représentées par les équa- 
tions (9), (10) mettant déjà ce contact en évidence; mesurons sur 
elles des arcs de longueurs égales à la valeur absolue de s, cela 
dans les sens où t croît ou dans les sens opposés (10, in fine) ^ 
selon que le signe de s est 4- ou — , et appelons f<, t^ les valeurs 
de t qui correspondent aux extrémités de ces arcs. Les équations 
différentielles 

dix __ I dtf _ ï 

ds - ^ v/?r('*T)*^H^ ' 'ds ~ ^ ^^''^f-^~ 

ont lieu, et, combinées soit avec les conditions initiales 

/i = /j =-. f'O) 

pour s =^ o, soit avec l'égalité numérique existant pour 

jusqu'à l'ordre A* inclusivement, entre les fonctions (p,(^<), . . ., 
et leurs dérivées d'une part, les fonctions ^2(^2). ... et leurs 
dérivées d'autre part, elles montrent qu'une égalité semblable a 
lieu aussi, pour 5 = et jusqu'à l'ordre A', entre t^^ t^ considérées 
comme fonctions de s et leurs dérivées. Cette dernière égalité 
subsiste donc encore, pour les mêmes causes combinées avec la 
tbéorie des fonctions composées, entre cp,(/,). . . ., ^2(^2); • • • 
et leurs dérivées considérées toutes maintenant comme des fonc- 
tions composées de 5; c'est ce que nous avions à constater. 

Sur deux lignes offrant un contact d'ordre A\>o, on appelle 
identiques les directions (loc. cit.) dans lesquelles il faut ainsi 
mesurer deux arcs de même longueur à partir de ce point pour 
que le théorème précédent ait lieu. D'après ceci et une remarque 
antérieure (oO, IV), la distance des extrémités d'arcs de même 
longueur s infiniment petite portée sur les deux lignes dans la 
même direction, est un infiniment petit d'ordre A 4- i par 
rapport à s, 

52. Quand il s'agit de lignes planes situées dans un même plan 
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pris pour celui des xy^ la disparition de la troisième coordonnée z 
simplifie beaucoup les formules relatives au contact. 

Deux ligues de ce genre auront un contact d*ordre Ar, quand on 
pourra les représenter par des équations 

^ = ?i(Oi r^Xi(0» 
^ = ?»(0. 7 = Xî(0» 

où les fonctions cp,, y, d'une part, (p2, ^2 d'autre part, et leurs 
dérivées d'ordres *^k prennent les mêmes valeurs numériques 
pour la valeur de t répondant au point considéré; ou bien encore 
quand, pour celte valeur de t^ la substitution des coordonnées du 
point courant de l'une dans l'équation de l'autre (premier mode) 
fait de son premier membre une fonction composée de t s'éva- 
nouissant avec toutes ses dérivées jusqu'à l'ordre k inclusive- 
ment; ou bien enfin quand, dans les équations 

des deux lignes, les fonctions F| , Fa (supposées ololropes) et leurs 
dérivées jusqu'à celles d'ordre k prennent des valeurs respecti- 
vement égales pour la valeur de x répondant au point considéré. 
Dans ce dernier cas, le segment intercepté par les deux lignes 
sur une parallèle à l'axe desj" est infîniment petit d'ordre Ar 4- i 
par rapport à l'excès de l'abscisse de cette parallèle sur celle du 
point de contact. 

53. Qiiand^ en un même point, trois lignes de ce genre ont 
la seconde avec la première un contact d^ ordre A'i, et la troi- 
sième a,vec la même un contact d^ ordre effectif k2^^ki^ les 
points de cette troisième infiniment voisins du contact tombent 
tous au dehors de la région du plan comprise entre les deux 
premières. 

Car, en appelant j^, j>*i, j^a les ordonnées de ces trois lignes 
supposées fonctions olotropes de x^ les différences j^i — J^^^a — v 
sont par rapport à ^x des quantités infiniment petites d'ordres 
A'i -i- 1 , et A'a H- I *< A'i -f 1 . Si donc les signes finaux de ces diffé- 
rences sont identiques, la dernière finit par surpasser numérique- 
ment la première, et, dans le voisinage du contact, la seconde ligne 
passe entre la première et la troisième; si ces signes sont diffé- 
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rents, c'est évidemment la première ligne qui passe entre les 
deux autres. 

En cas de contact d'ordres inégaux en un même point, la 
même disposition topographique se réalise pour trois lignes 
tracées sur une môme surface; et cela aussi pour trois surfaces 
deux à deux dépourvues dans le voisinage du contact de tout 
autre point commun ; mais nous ne pouvons insister. 

54. La notion de contact entre deux figures de variétés diffé- 
rentes (surface et ligne) dérive de la double observation qui suit. 

Une surface et une ligne étant données, si sur la première 
on peut tracer quelque ligne ayant un contact d^ ordre k avec 
la seconde, on peut réciproquement par la seconde faire passer 
quelque surface ayant avec la première un contact d'ordre k 
au moins; et cette dernière possibilité, quand elle existe, 
assure inversement la première. 

En représentant par 

(11) a7 = <p,(^;, yz=^j^^{t), z = ^i{t) 

la ligne de la surface donnée, ayant par hypothèse avec la ligne 
donnée 

(12) a7 = ©j(/), j. = 5^,(0, ;5 = 4^,(0 

un contact d'ordre k mis en évidence par ces deux systèmes 
d'équations, la surface aura des équations de la forme 

(i3) a^ = *i(^a), / = X,(;, a), ^ = Vi(f, m), 

où, pour la valeur particulière u^^^ par exemple de la seconde 
variable auxiliaire, ces trois fonctions se réduisent respectivcr 

ment à Çi(^), X*(0> \\{^) i^^)' ^^ donc le contact d'ordre k 
existant par hypothèse entre les lignes (i i),(i2) a lieu pour t=^t^^^, 
on peut évidemment, cela même d'une infinité de manières, assi- 
gner trois fonctions olotropes de r, m, savoir ^2(^> ")> X2(^, w), 
^2(^5 m), jouissant en i = t^^\ u = u^^^ de la triple propriété : 
d'êlre elles et leurs dérivées d'ordres £ A: par rapport à t seulement 
numériquement égales aux dérivées semblables de ^o X|, W|, 
c'est-à-dire à celles de 0|, yj^ ^i par suite à celles de ©2» X2> ^2> 
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d'avoir toutes leurs dérivées par rapport à t seulement d'ordres > k 
égales aussi à celles de ces mêmes fonctions Oj, '^2? 4*2 d'avoir 
enfin toutes leurs autres dérivées d'ordres totaux ^k égales aux 
dérivées semblables de ^i, Xi, Wf. Moyennant quoi, il est clair 
que la surface 

(i4) x = ^i(t,u), y = Xt(t,u), z = Wt(t,u) 

contient entièrement la ligne proposée (12), et qu'au point consi- 
déré elle ofl're un contact d'ordre k au moins avec la surface pro- 
posée (i3). 

Supposons en second lieu que la surface passant par la ligne 
donnée (12) et offrant par hypothèse un contact d'ordre k avec la 
surface donnée soit représentée par les équations (i4)î oh 

la surface donnée aura des équations de la forme (i3) mettant ce 
contact en évidence; la ligne 

située sur cette surface, aura donc un contact d'ordre k au moins 
avec la ligne donnée (12), au point qui, sur Tune et sur l'autre, 
correspond à la valeur t^^^ de t. 

Nous exprimerons l'existence, jusqu'à l'ordre maximum A", de 
la double possibilité faisant l'objet de ce théorème, en disant que 
la sur/ace et la ligne en question offrent un contact d^ ordre 
effectif k au point commun où elle a lieu* 

De même qu'entre deux lignes identiques ou entre deux 
surfaces qui coïncident, il est clair d'après cela qu'une ligne et 
une surface peuvent être considérées comme offrant un contact 
d'ordre illimité en chaque point de la première, quand celle-ci 
est située tout entière sur la seconde. 

33. Parmi les diverses manières d'exprimer l'existence d'un 
contact d'ordre k entre deux figures de variétés différentes, nous 
noterons seulement celle se rapportant au cas où la surface est 
représentée par l'équation du premier mode 

et la ligne par les équations du troisième mode (12). 
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La condition nécessaire et suffisante est que la fonction 
composée de t 

s^évanouisse avec toutes ses dérivées d'ordres ^k pour la 
valeur t^^^ de t répondant au point de contact. 

Si en effet les équations (i i) représentent une ligne susceptible 
d'être tracée sur la surface avec un contact d'ordre k mis en évi- 
dence entre elle et la ligne donnée (12)1 l'identité 

assure en particulier la nullité, jusqu'à Tordre Ar, des valeurs prises 
en t^^t'-^'^ par la fonction composée /<('fi, '/j, ^i) et par ses 
dérivées. Mais ces valeurs sont numériquement égales aux mêmes 
quantités pour la fonction composée (i5) à cause de l'identité 
des composantes et de l'égalité numérique existant en / == ^^o) et 
jusqu'à l'ordre k entre cp,, y,, ^4 d'une part et ^pa, y^^ ^2 d'autre 
part; donc, etc. On prouvera tout aussi facilement que la condi- 
tion dont il s'agit est suffisante. 

56. Quand deux surfaces ont un contact d^ ordre A:, toute 
ligne ayant au même point un contact du même ordre avec la 
première {ou bien, a fortiori, tracée sur elle par ce point) 
offre aussi, avec la seconde, un contact d'ordre k au moins. 

Car, par cette ligne, on peut faire passer une surface offrant 
un contact d'ordre k au moins avec la première surface donnée, 
avec la seconde aussi par suite (o4), (48). 

57. Réciproquement, si toutes les lignes tracées sur une 
surface par un même point offrent un contact d^ un même 
ordre k avec une autre surface, un contact d'ordre k existe 
aussi entre ces deux surfaces, au point considéré. 

Soient 

les équations de la première surface appartenant au troisième 
mode, et po, q^ les valeurs particulières des variables auxiliaires 
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qui fournissent le point considéré, puis 

Téquation de la seconde surface appartenant au premier mode; 
posons en outre 

(i6) /,(«?!, Xi» ^\) = F(/>i q) = Ho.o -H H,,o(/> — po) ^ HojC^r - ^0)-+-. • • r 

en développant cette fonction composée de />, q par la série de 
Taylor à partir des valeurs initiales/?©, Çoj et traçons sur la pre- 
mière surface (16) les lignes seulement que Ton obtient en faisant 

(17) p=pQ-^at, q = qo-^bt, 

où a, 6 sont des coefficients indéterminés. 

Les valeurs pour t =r.o des dérivées d'ordres o, i , 2, . . . , A' de 
la fonction doublement composée de / que Ton forme en faisant 
les substitutions (17) dans la fonction (16) simplement composée 
de/7, q, sont, sauf certains facteurs numériques, les quantités 

Ho,Oî 
Hi,oa-f-Ho,j6, 



et les contacts d'ordre A*, dont Texistence est supposée, entraînent 
la nullité de toutes ces expressions, quelles que soient les valeurs 
attribuées à a, b (o^o exceptées) (55). Il faut donc, puisqu'il 
s'agit de polynômes entiers en a, b, que tous leurs coefficients 
Ho,oj H,^o> • • • ) Ho,Aî c'est-à-dire les valeurs prises en p^, Çq, à des 
facteurs numériques près, par les dérivées d'ordres ^Ar de la fonc- 
tion composée (16), s'évanouissent. D'où résulte bien (46) l'exis- 
tence d'un contact d'ordre A* entre les deux surfaces, au point dont 
il s'agit. 

58. Quand deux lignes ont un contact d'ordre A% toute sur- 
face ayant au même point un contact du même ordre avec la 
première (ou bien, a fortiori, passant par elle) offre aussi 
avec la seconde un contact d'ordre k au moins. 
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Car, sur celle surface, on peut Iracer, par le point de contact, 
une ligne offrant un contact d'ordre k au moins avec la première 
li^ne donnée et, par suite, avec la seconde (S4), (50, V). 

59. Toute ligne ayant en un même point un contact d^ ordre k 
avec deux surf aces prises séparément, offre un contact d^ ordre k 
aussi a%'ec leur intersection, au même point {supposé ordinaire 
pour cette dernière). 

Si, en eflel, 

/i(^ir> 2) = o, 

sont les équations de la ligne et des surfaces considérées, chacune 
des deux fonctions composées de7, /i(cp, y, ^)j/i{^, '/, '!), et ses 
dérivées d'ordre ^A* s'évanouissent au point de contact en vertu 
de riiypothèse (55). Or la coexistence de ces deux groupes d'éga- 
lités numériques est précisément la condition requise pour l'exis- 
tence du contact annoncé entre la ligne et l'inlerseclion des sur- 
faces données (50, 111). 

Cette proposition subsiste, à plus forte raison, dans le cas où la 
ligne donnée est située tout entière sur Tune des deux surfaces. 

60. Si deux sur/aces s^J 53 ont respectivement des contacts 
d^ ordre commun k avec deux autres surfaces S|, Sa, /« ligne l, 
intersection des deux premières, offre au même point un con- 
tact d'ordre k aussi avec l'intersection L des deux dernières 
{si toutefois le point considéré est ordinaire pour chacune des 
intersections /, L). 

Car la ligne /, étant située sur la surface ^1 et passant par un 
contact d'ordre k de cette surface avec S|, a aussi un contact 
d'ordre k avec cette dernière (56) ; pour la même raison elle a un 
contact d*ordre k aussi avec S2; elle a donc un contact de même 
ordre avec la ligne L, inlersection de Si, S2 (59). 

61. Sauf le cas où les deux figures sont algébriques, les équa- 
tions du contact relatives au premier mode de représentation 

M. — IV. 4 
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employé pour Tune et l'autre sont à peu près Inusitées. Celles 
assurant Texistence d*un contact du premier ordre au moins en 
un point que Ton sait d'autre part être commun aux. deux figures 
sont toutefois à noter à cause de leur simplicité et de leur utilité. 

H faut et il suffit que les coordonnées de ce point commun 
annulent les déterminants différentiels des premiers membres 
des équations des deux figures (associés trois à trois quand 
ils sont au nombre de quatre), 

I. Soient les deux surfaces 



et 



^^ ?s(/?. q)y y = '/j{p^ 7'» ^ =^ K'/^ 7)> 



les équations de la seconde écrites dans le troisième mode. La 
combinaison des conditions 



dp 

ci 
dp 






<juî sont remplies au point de contact, la seconde par elle-même, 
la première d'après le n® 46, avec les conditions semblables 



dq 



o, 



et avec la non-nullité simultanée des déterminants différentiels 
des trois fondions cpo, y^^ ^a associées deux à deux (5), (6), con- 
•duit immédiatement pour le point de contact aux trois égalités 



dy dz 

dft df^ 
dy dz 



dz dx 

df, df^ 

dz dx \ 



= . . . — o. 



II. Pour deux lignes représentées par les paires d'équations 
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on prouvera de la même manière (50, III) que les déterminants 
différentiels par rapport à (.r, y^ z) de trois quelconques des 
quatre fonctions '/», ''/i, '/a, ''/a s'évanouissent tous au point de 
contact. 

III. Pour une surface et une ligne représentées par 

f , , l 'M^^y^ -) = o, 

( M^^y^ 5) = o, 

on prouvera toujours de la même manière (55) que le déterminant 
différentiel des trois premiers membres/i , '/a, "f^ prend la valeur o 
au point de contact. 

Contact entre deux figures, considéré comme disposition limite 
de contacts d'ordres moindres en des points infiniment voisins. 
— Figures osculatrices en général. 

62. Quand les équations d'une surface et d'une ligne ren- 
ferment des paramètres a^ b, ... en nombre et à titre tels, 
qu'on puisse en disposer de manière à faire acquérir sans 
cesse à ces figures, en g points mobiles distincts m^ , m2, . . , m^, 
des contacts d'ordres constants donnés (^ o) Ai, k^^ . . ., kg^ 
puis, que ces paramètres varient de telle sorte que chacune des 
figures tende vers une position limite et que les points mobiles 
se rapprochent tous indéfiniment d'un même point donné m, 
les figures considérées offrent, en m, dans leurs positions 
limites, un contact d'ordre 

4 

K = ( Ati -h A-a -h . . . -h kg) -{-(g — i) 

au moins. 

L'existence de contacts d'ordres Ati, A'2, . . .^ kg entre la surface 

(i) A^yy^ -, «, ^, ...) = 0, 

et la ligne 

(2) X = 9(/, a, b, , . .), y = / (/, a, 6, . . .), - = ^{t, a,b, . . .), 

aux points de celle-ci correspondant aux valeurs inégales /|, 
t^, . . .j tg de la variable auxiliaire t^ est assurée (55) par les 

K-f-i =:(Ai-i- 1) -h(A2H- i)-4-.. .-+- /v-hi) 
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équations de condition 

[Df/(©, X, <}/, a: b, ...^],=,,= o, (,ui = o, I, 2, .... /-,), 
[DS'/Co, X, 4^, a, A, ...)]/=/,= o, ({jt = o, I, 2, .. ,A-2), 



d'où nous supposerons qu'on peut tirer K -f- r des paramètres a, 
è, ... en fonctions olotropes des autres /, ... et de ^i, ^2? • • - , t^ 
quantités restant ainsi, les unes et les autres, entièrement indéter- 
minées. Après quoi, la substitution des expressions ainsi obtenues 
aux K -H I paramètres en question change la fonction composée 

/(?? Z' ^> ^> *' •••) ^" ""^ ^"^^^ f(^ ^«> 'a, ... ^^, /, ...) 
jouissant, quelles que soient f|, 12, . • . , /y^, /,..., de la propriété 

de s'annuler pour t= ti généralement, elle-même cl ses ki pre- 
mières dérivées par rapport à t. 
On a donc identiquement (6**) 

(('> 'lï 's» • • • > ^gi '> • • • ) 

où f(^, t\y h, . . •^ tgj l, . . .) représente une autre fonction olo- 
trope de toutes les quantités dont elle dépend. Si donc ^ , ^2? * • * ^ 
tg tendent vers une même limite t, et en même temps /, . . . vers 
des limites \ . . . , on aura 

pour ^ = T, par suite, le premier membre de cette relation s'an- 
nule certainement avec ses K premières dérivées par rapport à t. 
II en résulte évidemment qu'en appelant a, ^, . . • les limites de a, 
6, • . ., la surface, position limite de (i), ayant pour équation 

f{x,y, 5, a, p, ...) = o, 
offre avec la ligne limite de (2), représentée par 

un contact d'ordre K au moins, au point de cette ligne limite 
répondant à la valeur t de t, 

63. Le même théorème subsiste, en remplaçant par une 
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seconde ligne variable la surface mentionnée dans son 



énonce. 



Car, en faisant passer par celle seconde ligne deux surfaces va- 
riables aussi, n'y offrant mutuellement aucun contact (d'ordre >> o), 
elles-mêmes et leurs positions limites, chacune d'elles aura avec 
la première ligne des contacts d'ordres k^^ . . ., A*^ en mi, . . ., 
nig (38); il y aura donc un contact d'ordre K, en m, entre les 
positions limites de chacune de ces deux surfaces et celle de la 
première ligne (62), par suite (59) entre la position limite de la 
seconde ligne, intersection de celles des deux surfaces, et celle de 
la première ligne. * 

64. La proposition de ce genre qui intéresse deux surfaces est 
infiniment moins simple; nous pouvons toutefois en énoncer le 
cas particulier suivant : 

Quand deux surfaces variables ont sans cesse trois points 
communs, répondant aux couples 

de valeurs des variables auxiliaires communes intervenant 
dans leur représentation du troisième mode (S), et si d'une 
part /?, q tendent vers les limites /?o, Ço^ si d'autre part les 
quatre accroissements A,/?, . . . sont des formes relatives spé~ 
cijiées au n° 35, les positions limites de ces surfaces, quand 
elles en sont pourvues, offrent un contact d'ordre i au moins, 
en leur point commun répondant aux valeurs /?©, yo des 
variables auxiliaires. 

On peut dire aussi que le contact précité existe entre les 
positions limites des surfaces, quand les trois points mobiles qui 
ont pour coordonnées les paires de quantités (3) construites 
sur deux axes rectilignes auxiliaires ont des positions limites 
non situées sur une même droite. Cette observation semble 
indiquer la voie à suivre pour étendre à deux surfaces les propo- 
sitions des numéros précédents. 

65. Pour A, = A*2 = . . . = A"^== o, les propositions des n°' 62, 
63 ont un corollaire utile à retenir. On peut certainement faire 
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nattre un contact d'ordre k entre une ligne ou une surface 
indéterminées d'une part, et une ligne déterminée quelconque 
d'autre part, en tout point donné sur celle-ci, si les paramètres 
arbitraires de la figure variable entrent dans ses équations en 
nombre et d'une manière tels, qu'il soit possible de la faire 
passer par k 4- 1 points indéterminés de la ligne fixe. 

66. Des figures de même variété sont dites fréquemment former 
une famille, quand la représentation analytique de chacune s'ob- 
tient par la simple attribution de valeurs particulières convenables 
à des paramètres, dans une ou deux équations (que nous supposons 
du premier m*ode pour fixer les idées) dont les premiers membres 
sont des fonctions déterminées de ces paramètres et des coor- 
données. 

Si Féquation générale (ou les équations) d'une famille de figures 
renferme les paramètres d'une manière telle, que ceux-ci puissent 
être déterminés et le soient tous exactement par la condition que 
la figure particulière correspondante offre avec une figure donnée 
(de Tune ou l'autre variété) et en un point donné de celle-ci le 
contact le plus élevé (d'ordre >o) que les circonstances rendent 
possible, on nomme cette figure particulière la figure osculatrice 
de la famille considérée, à la figure donnée et au point en question. 

67. En se reportant aux n''* 43 et suivants on voit immédiate- 
ment que l'existence d'un contact d'ordre k entre une surface 
indéterminée et une surface donnée en un point donné de celle-ci 

exige 1 4- 2 +. . .-I-(a* -I- i)= ^^ -^ conditions. Four 

qu'une famille de surfaces puisse fournir des surfaces oscuta- 
trices à une surface donnée, il faut donc avant tout que le 
nombre de ses paramètres soit triangulaire. Telle est par 
exemple celle formée par tous les plans de l'espace ; car les con- 
ditions auxquelles il est possible d'assujettir un plan absolument 
indéterminé sont en nombre triangulaire 3. Telle est encore celle 
des surfaces paraboliques de degré donné A*, dont l'équation 
générale, 

renferme — paramètres indépendants. Mais, par 

1 é A 
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exemple^ il n'en est pas ainsi pour la famille, dont le membre 
général est une sphère absolument indéterminée; car l'équation 
de celle-ci contient des paramètres dont le nombre est 4j c'est- 
à-dire non triangulaire. 

Pour un contact d'ordre k entre une surface indéterminée et 
une ligne donnée (toujours en un point donné de cette dernière), 
il faut A" -f- I conditions. Dans toute famille de surfaces compor- 
tant au moins deux paramètres, on peut donc chercher avec 
chance de réussite quelque surface osculatrice à une ligne en 
un point pris à volonté sur elle. 

Pour un contact d'ordre k entre une ligne indéterminée et 
une surface donnée, en un point donné, il faut A: + 2 conditions. 
Dans toute famille de lignes dépendant de trois paramètres 
au moins on peut donc encore chercher quelque ligne oscula- 
trice à une surface en un point marqué sur elle. 

Un contact d'ordre k entre une ligne indéterminée et une ligne 
donnée exige 2(^+1) conditions. Pour que la famille consi- 
dérée puisse fournir une ligne osculatrice à une ligne donnée, 
en un point désigné de celle-ci, il faut donc que ses para- 
mètres soient en nombre pair. 

Dans ce dernier cas, quand la ligne donnée est plane et que la 
ligne indéterminée ne peut, par sa nature, qu'être située dans le 
même plan, k -\- 1 de ces conditions se trouvent évidemment 
remplies d'elles-mêmes, et, si les paramètres sont en nombre 
quelconque A' -4- 1 , la ligne osculatrice pourra exister avec un con- 
tact d'ordre A. La même simplification s'opère visiblement pour 
ujie ligne donnée et une ligne indéterminée assujetties toutes 
deux à être situées sur une même surface quelconque. 

Les conditions générales formulées ci-dessus sont nécessaires, 
mais on notera avec soin qu^elles ne sont pas suffisantes, 

68. Les propositions des n*"* 62 et suiv. permettent de consi- 
dérer les figures osculatrices comme positions limites de figures 
variables de même famille, aj^ant avec la figure donnée un certain 
nombre de contacts d'ordres inférieurs (ou d'intersections) en 
des points tous infiniment voisins de celui où l'osculalion existe. 
Cette manière de voir les choses est souvent utile. 

69. Les éléments (paramètres) d'une figure de famille déter- 
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minée, ayant un contact d'ordre A* avec une iîgure donnée, 
dépendent simplement, comme nous Tavons vu en détail, des 
valeurs prises en ce point par les fonctions qui interviennent 
d^une manière ou d'une autre dans la représentation analytique 
de cette dernière et par leurs dérivées d'ordres <X\ Il en résulte 
que les propriétés géométriques de la première figure sont des 
images d'équations différentielles d'ordres au plus égaux à k entre 
les fonctions dont il s'agit. 

Les figures osculatrices sont donc, dans la famille consi- 
dérée, celles dont les propriétés descriptives et métriques four- 
nissent, jusqiCà V ordre le plus élevé qui puisse être atteint 
ainsi, la représentation géométrique de ces équations diffé- 
rentielles. 

Leur considération supplée d'une manière pittoresque à l'étude 
analytique de ces équations, et il y a avantage à les choisir parmi 
celles qui, pour un même nombre de paramètres, ont les pro- 
priétés les plus simples et les plus aptes aux applications phy- 
siques; c'est pourquoi l'on prend de préférence le plan, la droite, 
le cercle, la sphère, figures dont les propriétés osculatrices 
forment à fort peu près tout le fond des théories dont nous 
nous occupons en ce moment. 

Les considérations générales du n"42, précisées aux n°* 47, 50, 
font voir, en outre, (\w\i ne figure osculatrice est, dans sa fa- 
mille, celle qui coïncide le plus approximativement avec une 
figure donnée de même variété, dans le voisinage du contact 
tout au moins, et qui, par suite, peut lui être pratiquement sub- 
stituée si toutefois Vordre de celui-ci est suffisamment élevé. 
D'où la substitution fréquente dans les arts de construction, de 
(igures osculatrices faciles à tracer, aux. figures théoriques, quand 
celles-ci sont difficiles à réaliser matériellement (pendule iso- 
chrone, dents des engrenages, parallélogramme de Watt, etc.). 

70. En employant le mot symptose que j'ai proposé dans une 
circonstance analogue (*), pour exprimer la coïncidence de deux 
figures, soit complète si elles sont de même variété, soit incom- 



( ' ) Exposition nouvelle de la théorie des formes linéaires et des détermi- 
nants (n* 10). Paris, i884, librairie Gauthier- Villars et fils. 
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plèle si leurs variétés sonl diflTérentes, pour exprimer, par exemple, 
qu'ayant une ligne et une surface, la seconde contient la première 
(ou bien ce qui revient au même, que la première est située surla 
seconde), il est évident qu'en tout point commun de deux figures 
en symptose, elles offrent un contact de tel ordre qu^on veut; 
il est évident encore que, si une famille contient quelque figuré ^ 
en symptose avec une figure donnée F, la première S est celle 
des figures de cette famille (si elle est déterminée) qui est 
osculalrice à F {en un point commun quelconque), La sphère 
qui contient une figure sphérique, une génératrice rectiligne 
d'une surface réglée sonl, par exemple, les figures osculalrices 
de la famille sphères, pour la ligne, de la famille droites, pour la 
surface. 

71. 11 est bon de noter qu'en des points exceptionnels de la 
figure donnée, l'ordre du contact de la figure osculatrice peut 
s'élever au-dessus de sa valeur normale, indiquée par le degré 
d'indétermination du membre général de la famille de cette der- 
nière. Mais, quand ceci a lieu en tous les points de la figure 
donnée, celle-ci est certainement en symptose {10) avec quelque 
figurée appartenant à la famille considérée. 

Considérons, par exemple, une surface 

dépendant de A: 4- i paramètres indéterminés ai, «2, . . , aff^t et 
une ligne donnée représentée par 

(5) ^ = ?(0» r-=x(0» - = 4^(0- 

En chaque point de celte ligne, la surface osculalrice, prise 
dans la famille (4), a en général avec elle un contact d'ordre k (67); 
mais, quand cet ordre s'élève toujours k k-{-i, il est possible de 
trouver pour <2|, . . . , a^+i des fonctions de t vérifiant identique- 
ment les conditions de ce dernier contact (5S), 

(6) /=<>. ,7="» ^-o ^û ="^ 

/représentant maintenant la fonction composée de t, 

/[?(0î 7.(0, ^(0' ^1' •••» «^+1]. 
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En difTérentiant, par rapport à ^, chacuoe des A-î- i premières 
équations (6) et ayant égard à la suivante, il vient 

~da\ dt da^ dt • • • dak-\-\ dt 

d àf dax à df da\ à df da^^i _ 

ôai dt dt âui dt dt ' ' * dafe-\-\ dt dt 

d â^f dai d^ à^f da^ _ à d^J^ î^^-»-i _ 

àax ~dt^ ' dJ ~^' dal 'dt*' ' ~dt ~ ' " da^-^-i àl^ ' ~~clt~ "~ 

On en conclut 

dfii da^ daf.^\ 

~cU ' ~dJ "'' ' ~d}~ ~ °' 

enTectlvement, le déterminant des coefficients de ces équations 

II • .1 ^ dcii dcif^^t « r •, 

inéaires et homogènes en -j-^, •••, — ^ — ne s évanouit pas 

puisqu'il est précisément le déterminant différentiel par rapport 
aux k 4- I paramètres, des membres gauches des k -\- i premières 
équations (6), déterminant qu'il faut supposer ^z^o pour que la 
détermination des paramètres de la surface, au contact d'ordre k 
avec la ligne, soit possible (normalement). 

Les quantités ai, «2^ • • ? ûTjt+i se réduisent donc toutes à des 
constantes; la surface osculatrice est ainsi la même en tous les 
points de la ligne (5), et la première des relations (6) montre 
qu'elle la contient tout entière. 

Les autres cas se traiteraient de la même manière. 



CHAPITRE III. 



CONTACTS DES SURFACES ET DES LIGNES AVEC LES FIGURES DU PREMIER DEGRE. 



Plan tangenty tangentes et droites osculatrices à une surface. 

72. L'équation générale d'un plan, 
(i) AX-f-BY-4 GZ^-D^o, 

renferme 4 paramètres indéterminés, se réduisant à 

(1-^ 0(1 + 2) 

O =~ > 

I .2 

nombre triangulaire, quand on les divise tous par Fun d'entre 
eux ^o; il est donc à supposer (67) qu'ils sont complètement 
déterminables par la condition de faire acquérir au plan un con- 
tact du premier ordre avec une surface donnée 

en un point marqué arbitrairement sur celle-ci. L'exactitude de 
cette présomption que nous vérifierons dans un instant assigne à 
la surface (2), en chacun de ses points, un plan oscillateur (66) 
qu'on nomme habituellement son plan tangent en ce point. 

Les considérations du n** 61 fournissent immédiatement l'équa- 
tion du plan tangent en (j^,y, s); car la nullité des déterminants 
des trois paires de colonnes du tableau 



dx 


df 

dy' 


df 


A, 


B, 


G, 



donne immédiatement 



dx ' dy ' dz ' 
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comme d'aulre part le plan doit contenir le point en question, il 
vient ensuite 

et, pour Téquation cherchée, on peut prendre 

sous la condition (2) bien entendu. Les égalités simultanées 

df df df 
dx dy dz 

étant impossibles (2) (aux points ordinaires de la surface), le plan 
langent existe en chaque point, et il y est entièrement déterminé 
comme nous Tavons annoncé. 

La proposition énoncée au n^ 6i permet de considérer le 
plan tangent comme la position limite d'un plan passant 
par trois points infiniment voisins de celui de contact, en 
particulier par ce point de contact et deux autres infiniment 
voisins de lui. Mais la restriction formulée dans cet énoncé est 
nécessaire : si par exemple, on coupait la surface par un plan 
passant par le point de contact, mais distinct du plan tangent, el 
si Ton prenait les trois points mobiles sur cette section, le plan 
qu'ils déterminent coïnciderait sans cesse avec le plan sécant, et, 
par suite, il ne pourrait avoir le plan tangent pour position limite. 

73. Une coordonnée d'un point de la sur/ace (2) est fonc- 
tion olotrope des deux autres, tant que le plan tangent en ce 
point ne devient pas parallèle à Vaxe correspondant. Car, 
diaprés Féquation (3), ce non-parallélisme assure la non-nullité 
de la dérivée du premier membre de l'équation (1) par rapport 
à la coordonnée considérée (310*). 

74. La distance [perpendiculaire ou oblique) au plan tan- 
gent, d'un point de la surface infiniment voisin du point de 
contact, est en général infiniment petite du second ordre par 
rapport aux coordonnées (p fanes) de son pied, rapporté à 
deux axes rectilignes ayant le point de contact pour origine. 
C'est une simple application du théorème du n*^ 47 (in fine), 
autorisée par ce qui précède (73), au cas où Ton rapporterait 
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simultanément la surface et son plan tangent à un axe desz paral- 
lèle à la direction de la distance mobile et à deusc autres, parallèles 
aux axes rectilignes considérés dans le plan tangent. 

75. Si l'équation de la surface est donnée sous la deuxième 
forme 

Téquation correspondante du plan tangent est évidemment 

Z_.=.g(X-.)^|(Y_n 

où -T-> -T^ remplacent pour abréger F^''®^(:c,^), F^^'*^(^,^'). 

Si enfin on part des équations de la surface appartenant au 
troisième mode (5), on pourra prendre pour les équations ana- 
logues du plan tangent 

X = x+|(P_;,).|(Q-,), 

P, Q désignant pour le plan les deux variables auxiliaires inter- 
venant dans ce mode de représentation. La chose est évidente 
d'après ce que nous avons dit aux n*^* 7, 43. 

En éliminant P, Q entre ces trois équations, ou bien en ayant 
égard aux relations finales du n° 6, on retrouve sous cette autre 
forme souvent utile 

l'équation (3) du plan tangent. 

76. Il est évident qu'un plan donné coïncide avec son plan 
tangent construit en un quelconque de ses points {cf. 70). 

Il en résulte que si deux surfaces ont un contact d'ordre 
quelconque (>- o), leurs plans tangents en ce point coïncident. 
Car ces plans tangents ont nécessairement un contact mutuel 
d'ordre i (48). 
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Réciproquement, deux surfaces ayant même plan tangent 
en un point commun, y y ont un contact d'ordre i au moins, 

77. Le plan tangent à une surface peut fort bien avoir avec 
elle un contact d^ordre >> i ; mais, sauf le cas où la surface serait 
elle-même un plan, il est impossible que cette particularité se 
présente en tous ses points (71). 

78. On nomme tangente à une surface, une droite ajant avec 
elle un contact d'ordre i au moins. 

Toute tangente à un plan est entièrement située sur lui. 
Car s*il s'agit du plan (i) et de sa tangente au point x, y, z^ ayant 
pour équations (11) 

(4) X--:r-:-aT, Y =^ -^ pX, Z =: :; -h yT, 

les conditions du contact (55) donnent immédiatement 

A JT -+- B^ -H C^ -:- D rrr Aa -+- B p -h Cy = o, 

égalités imposant à la droite (4) la nécessité d'appartenir tout 
entière au plan (i). 

Cette simple observation montre que les tangentes à la sur- 
face en un point donné sont toutes les droites qu'on peut 
tracer par lui sur le plan tangent au même point. Car le con- 
tact d'une tangente avec la surface assure pour elle l'existence 
d^un contact du premier ordre au moins avec le plan taogent 
qui en a un semblable aussi avec la surface (56) et par suite la 
coïncidence de la tangente avec quelque droite de ce plan. Inver- 
sement, en outre, toute droite tracée dans le plan tangent par son 
point de contact peut être considéré comme ayant avec lui un 
contact d'ordre i en ce point, ce qui assure l'existence entre elle 
et la surface d'un contact du même ordre au moins. 

79. Les équations d'une droite indéterminée de l'espace ren- 
fermant quatre paramètres, on peut essayer de l'assujettir à offrir 
un contact d'ordre 2 avec la surface (2), en un point donné quel- 
conque (Xj y^ z) de celle-ci; car la réalisation de ce contact ne 
dépend que de 24-2 = 4 équations (67). En prenant les équa- 
tions de la droite sous la forme (4), la méthode du n° 55 conduit 
à égaler à o les valeurs, pour T = o, de la fonction composée 
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deT, /(j; -+- olT^jt -\- ^T, z 4- yT), et de ses dérivées première et 
seconde par rapport à cette variable auxiliaire. On obtient ainsi 
trois conditions dont la première se trouve remplie d'elle-même 
parce que la droite (4) passe déjà par le point considéré, dont les 
deux autres sont 



(5) < 

•^ a2 ^ . . . H- 2 -r-~ Sv -i- . . . — O. 



l - a -+- - - 3 -J *' -— o. 

) dx dy^ 



\ 



dx^ àvdz 



Des deux polynômes entiers en a, g, y qui constituent les pre- 
miers membres de ces équations, le premier ne peut être identi- 
quement nul, puisque nous raisonnons en un point ordinaire de la 
surface (2). Le système de ces équations est donc déterminé ou 
indéterminé selon que le deuxième polynôme n'est pas ou est 
algébriquement divisible par le premier, c'est-à-dire, ce que nous 
omettons de prouver pour abréger, selon que l'ordre du contact 
du plan tangent est = i ou s'élève au-dessus de i. Dans ce der- 
nier cas, qui est exceptionnel (77), toutes les tangentes à la sur- 
face au point considéré offrent avec elle des contacts du second 
ordre (78), (06). Dans l'autre cas que nous considérerons exclu- 
sivement, les équations (5) déterminent complètement les incon- 
nues a, p. Y, ou du moins des quantités proportionnelles, c'est- 
à-dire les paramètres de direction de la droite cherchée ; celle-ci 
est donc osculatrice à la surface au point considéré (66). 

Les équations (5) étant de degrés i, 2, il y a deux droites 
osculatrices, soit réelles distinctes, soit réelles coïncidantes, 
soit imaginaires. 

En substituant à a, ^, y dans les équations (5) leurs expressions 
en X, Y, Z tirées de (4)» on obtient celles de deux surfaces sur 
chacune desquelles sont situées les droites osculatrices, et qui les 
fournissent par leur intersection. La première équation est celle 
du plan tangent à la surface proposée et montre que les droites 
osculatrices y sont situées toutes deux, ce que nous savions déjà 
puisque ces droites sont des tangentes à la surface (78). La der- 
nière est celle d'un certain cône du deuxième degré ayant son 
sommet en {x^y^ z). 

Pour une surface algébrique du deuxième degré, on aperçoit 
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immédiatement qu^en chaque point les droites osculatrices sont 
précisément ses génératrices rectilignes. Elles sont réelles, dis- 
tinctes pour rhyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyper- 
bolique, réelles coïncidantes pour le cylindre et le cône (sauf au 
sommet qui est un point singulier), imaginaires pour Fhyper- 
boloïde à deux nappes, Tellipsoïde et le paraboloïde elliptique, 
indéterminées pour toutes les surfaces de ce degré dégénérant 
en une paire de plans. 

La consistance de ces droites en chaque point d^une surface 
quelconque exerce une influence majeure sur sa forme dans le 
voisinage de ce point, comme nous venons de le constater pour 
celles du deuxième degré. On leur donne habituellement le nom 
moins convenable de tangentes asymptotiques {cf, 204, II, inf,). 

Quand Tordre du contact du plan tangent s^élève au-dessus 
de I, on constate facilement que Tordre maximum du contact 
réalisable entre une droite et la surface au point considéré 
s'élève aussi au-dessus de deux, ainsi que le nombre de ces 
droites osculatrices. 



Tangente, plans tangents, plan osculateur à une ligne. 

80. Les équations générales d\ine droite 

i AiX4-BiY-hGiZH D,^o, 
( AjX-t-B,Y-+-G,Z-- D, r^o 

renferment huit paramètres se réduisant à quatre par l'élimina- 
tion successive de deux coordonnées faite entre elles, suivie de 
la division de chaque équation finale par quelque déterminant 
non nul. Il est donc à supposer (67) qu'ils sont exactement déler- 
niinables par la condition de faire naître un contact du premier 
ordre entre la droite et une ligne donnée 

en tout point donné de celle-ci. Cette affirmation, une fois véri- 
fiée, assignera à la ligne (i), en chacun de ses points, une droite 
osculatrice qu'on nomme habituellement sa tangente en ce point. 
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Comme, d'après le n° 61, II, trois lignes quelconques emprun- 
tées aux deux tableaux 



dfy 


dA 


dh 


dx' 


dy' 


dz' 


df. 
dx 


dh 

-dy' 


df, 
dz' 


) A„ 


B,. 


c,. 


1 A„ 


B„ 


c, 



doivent en former un dont les déterminants sont tous nuls, 
comme d'autre part, dans chacun d'eux pris séparément, les 
déterminants ne peuvent l'être tous, il faut et il suffit que l'on ait 

^''-^'dlr-^^-di' ^'^^-d^^^-d^' ^' -^lû-^^-di' 



^'-^ dy^^ dy' 


c^-^f 


»'-^ dy--"" dy' 


c.=^f 



^•^"Z?^":^' ^'-^-^'-'"dy' ^' - ' dJ "*" '" rfï ' 

(X, [ji), (v, as) représentant quelque système de paires de multi- 
plicateurs dont le déterminant n'est pas nul. Comme ensuite les 
conditions exprimant que la droite passe par (.r, y^ z) donnent 

D,-- -(AiX-f-B,7-HC,-3), 
D2=— (A,j'-hBo'-hC,4;), 

les équations de cette droite se forment en ajoutant membre à 
membre les deux qui suivent 

jg(X-.).f(V-^)-.g(Z-.) = o, 

multipliées d'abord par X, [x, ensuite par v, rs; leur système est 
donc équivalent au système (2) qui représente ainsi la tangente 
cherchée. 

La tangente est toujours unique et son existence n'est jamais 
illusoire (aux points ordinaires), à cause de la non-nullité simul- 
tanée des déterminants des coefficients de ces équations (8), assu- 
rant à leur système la propriété d'être réduit. 

La tangente est la position limite d'une sécante passant par 
deux points quelconques infiniment voisins de celui de contact, 
M. — IV. 5 
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en particulier par ce point de contact et un autre infiniment 
voisin de lui{&i). 

Dans cette dernière observation, nous retrouvons la définition 
traditionnelle de la tangente que nous avons abandonnée à cause 
de son caractère étroit et artificiel, des détours à faire pour en 
déduire les autres propriétés de celte droite. 

81. Deux coordonnées d^ un point de la ligne (i) sont fonc- 
tions olotropes de la troisième, tant que la tangente ne devient 
pas parallèle au plan des deux premières. Car, d'après les 
équations (2), ce non-parallélisme entraîne la non-nullité en ce 
point du déterminant diflTérentiel des premiers membres des équa- 
tions (i), pris par rapport aux deux coordonnées dont il s'agit 

(310*). 

82. La distance (perpendiculaire ou oblique) à la tangente^ 
d^un point de la ligne infiniment voisin du point de contact, 
est en général infiniment petite du second ordre par rapport 
à la distance de son pied au point de contact. C'est ce qui 
résulte d'une observation faite au n® 50, IV, applicable, par ce 
qui précède, au cas où l'on prend l'un des axes parallèle à la 
tangente et le plan des deux autres, parallèle à celui parallèle- 
ment auquel doit se construire la distance considérée. 

83. Si les équations de la ligne sont données sous la deuxième 
forme 

les équations correspondantes de la tangente sont évidemment 

où -^> ^ sont écrites au lieu de F, (a;), F.^(a:). 

84. Si enfin on partait des équations de la ligne appartenant 
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au troisième mode 

(3; a: -?(/), 7 = /,(0, --^'(O, 

on pourrait prendre pour les équations analogues de la tangente 

T désignant, pour cette droite, la variable auxiliaire nécessaire à ce 
mode de représentation. C'est ce qui résulte immédiatement des 
n°Hl,50. 

Souvent on remplace les équations (4) par 

\—x Y — V Z — zf T-/ 



dx cly dz \ dt 

Ici, et dans beaucoup d'autres circonstances, dx^ dfy dz repré- 
sentent les différentielles des coordonnées de la ligne prises par 
rapport à la variable auxiliaire, très souvent sous-entendue, et 

d I* d Y dz 

considérées de préférence ^ ^' 7/7' 57 pour la simplification de 

l'écriture. 

Pour une ligne tracée sur une surface donnée, les formules (10) 
du n° 22, qui sont les mêmes en coordonnées non rectangulaires 
et peuvent être écrites 

dx — —'- dp -^ -~- dq^ dy — . . . , dz — . . .^ 

fournissent les paramètres de direction de la tangente et montrent 
que cette direction ne dépend que du rapport dp l dq. Car la 
substitution à ces différentielles de quantités qui leur sont pro- 
portionnelles ne fait que multiplier dx^ dy^ dz par le même 
facteur. 

Quand les axes sont rectangulaires, les équations précédentes 
et la formule (7) du n® 21 montrent que les cosinus directeurs de 
la tangente sont précisément 

dx dy dz 
^ ds^ ds^ ds^ 

la détermination du radical ds devant être choisie positive ou 
négative selon qu'il s'agit de l'une ou de l'autre des deux direc- 
tions de la tangente considérée {Cf, SI). 
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Comme le radical en question ne peut s'évanouir (10), son 
calcul par cheminement laisse invariable le signe initial qu'il aura 
plu d'adopter pour lui. A ses deux déterminations, les expres- 
sions (5) feront donc correspondre deux systèmes de fonctions 
de tj caractérisant ce qu'on nomme souvent les deux directions 
opposées de Vensemble des tangentes à la ligne. 

85. D'après le n^ 70 ou une constatation spéciale immédiate, 
une droite coïncide avec sa tangente construite en l*un quel- 
conque de ses points. 

Deux lignes ayant un contact d'ordre quelconque (> o) ont 
donc même tangente en ce point. Car leurs tangentes ont un 
contact d'ordre mutuel i (50, V). 

Réciproquement, deux lignes avant même tangente en un 
point commun y ont un contact d'ordre i au moins. 

86. L'élévation au-dessus de i de Tordre du contact de la tan- 
gente est accidentelle, à moins que la ligne ne soit une simple 
droite (71). Comme elle rend illusoires certaines formules, il 
importe de noter le caractère des points où cette particularité se 
présente. 

En vertu des équations (4), les dérivées secondes par rapport à T 
des coordonnées du point courant de la tangente s'évanouissent 
toules trois pour T ^= /; il faut donc et il suffît, pour l'existence 
de la particularité en question (50, 1), qu'on puisse trouver une 
fonction 8(T)se réduisant à t pourT = /, sans donner ©'(^) = o, 
mais rendant toutes trois nulles, pour T = ^, les dérivées secondes 
de f [©(T)], x[e(ï)J, H©(T)]. A cause de B\t)y^o, on obtient 
immédiatement pour Q^'{t) les conditions 

= 4''(0e'(0-^^''(0e'(0* = «, 
d'où 

dyd^z — dz d^y = dz d'^x — dx d^z = dx d^y — dy d^x = o. 

On peut voir immédiatement a/?05^<?rfo;7 que, si ces conditions 
étaient remplies quelle que fût /, la ligne se réduirait à une droite. 
Car, en supposant dx^o pour fixer les idées, et appelant [jl, v cer- 
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laines constantes, on trouverait (51***) 

dy r-.:z ^ dx, 
dz — V dx^ 

d'où, en intégrant et appelant [jl', v' d^aulres constantes, 

y - \»-^ — î^'» 

Z --■- va: -r- v': 

87. Un plan est dit tangent à une ligne en un de ses points, 
quand il y offre avec elle un contact d'oVdre i au moins. 

Les plans tangents à une ligne en un point donné sont tous 
ceux qui passent par sa tangente en ce point; car le contact 
d'un plan tangent avec la ligne en entraîne un du premier ordre 
au moins avec sa tangente qui en a un de même ordre (S8); ce 
plan contient donc entièrement la tangente (78). Inversement, tout 
pian passant par la tangente a un contact d'ordre i au moins avec 
la ligne, puisque celle-ci en a un semblable avec sa tangente. 

88. Quand une ligne est située sur une surface, chaque tan- 
gente à la première l'est aussi à la seconde au même point; 
par suite elle est tout entière dans son plan tangent. Car cette 
tangente ayant un contact du premier ordre avec la ligne en a un de 
même ordre au moins avec la surface au point considéré (58), (78). 

Quand une surface passe par une ligne, chaque plan tan- 
gent à la première en un point de la seconde est tangent aussi 
à cette dernière au même point, et passe en conséquence par la 
tangente à celle-ci. Même raisonnement fondé sur les n"* 56, 78. 

On remarquera que les équations (2) de la tangente repré- 
sentent individuellement les plans tangents aux surfaces (i) qui 
fournissent la ligne par leur intersection (72). 

Ces deux propositions permettent évidemment de construire le 
plan tangent à une surface en un point, dès que l'on connaît seu- 
lement les tangentes à deux lignes tracées sur la surface par ce 
point, sans contact, de construire aussi bien la tangente à une 
ligne, quand on connaît au même point les plans tangents à deux 
surfaces menées par elle, sans contact mutuel. Elles sont d'un usage 
continuel en Géométrie théorique et en Géométrie descriptive. 

La première renferme la définition classique du plan tangent, 
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au sujet de laquelle nous reproduirous avec plus de force encore 
les critiques formulées sur celle de la tangente (80), en j ajou* 
tant le reproche de n'impliquer aucune notion de nature à con- 
duire à celle des contacts plus intimes entre les surfaces. 

89. Le nombre des conditions requises pour un contact du 
second ordre entre une surface indéterminée et une ligne, en un 
point donné de celle-ci, se réduisant à trois (67), et un plan indé- 
terminé pouvant satisfaire précisément à trois conditions, ilexiste 
en général, pour chaque point d^ une ligne, un plan qui y offre 
avec elle un contact du second ordre; c'est son plan oscula- 
teur. Puisqu*ainsi il est tangent à la ligne, il passe certainement 
par sa tangente (au même point) (87). 

En vertu de la théorie générale (62), le plan osculateur peut 

être considéré comme la position limite d^un plan mobile pas- 

sant, soit par trois points de la ligne infiniment voisins du 

point de contact, soit par deux semblables et par la tangente 

en Vun d^eux, rien ne s^ opposant à ce que Vun de ces points 

soit fixé au point de contact. 

Si 

AX -h BY — GZ -r- D r= o 

est Téquation du plan osculateur au point (jt, y^ z) à la ligne (3), 
les conditions d'un contact du second ordre entre l'un et l'autre 
sont (5S) 

<8) A ^^ ^- B ^ - C i'-f - o, 

qui déterminent complètement le plan, du moins en général. Car, 
en substituant les difTérenti elles aux dérivées pour simplifier 
l'écriture, les deux dernières donnent 

, . A B G 

(9) 



cty d^z — dz d^y dz d^x — dx d^z dx d^y — dy d'^x 
et la première D = — (A j: + By + C-s), moyennant quoi Téqua- 
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tion du plan osculateur est 

(dfd^z — dzdiy){X — x)-h{dz d*x — dx d^z){Y --y) 

{dx d^y — dy d^x){Z — .3) = o. 



Ces formules sont indéfiniment illusoires quand les dénomina- 
teurs des fractions (9) s'évanouissent quelle que soit /; la ligne 
considérée se réduit alors à une droite (86); elle offre en tous ses 
points un contact d'ordre illimité avec un quelconque des plans 
qui passent par elle, et la théorie du plan osculateur ne lui est pas 
applicable, sinon partiellement et à titre conventionnel. En dehors 
de cette exception, elles le deviennent encore accidentellement, 
quand il s'agit d'un point où l'ordre du contact de la tangente 
s'élève au-dessus de i (loc, cit.). 

Dans ce cas, tous les plans menés par la tangente ont avec la 
ligne un contact du second ordre au moins (58) et peuvent à 
certains points de vue être considérés comme osculateurs. Mais, 
pour avoir le véritable plan osculateur dont l'ordre du contact est 
alors > 2, il faut différentier l'équation (6) jusqu'à en obtenir une 
où les multiplicateurs de A, B, C ne soient pas proportionnels 
à rfx, dy, dz^ et qui, jointe à l'équation (7), servira à déterminer 
ces coefficients. 11 est facile de constater qu'on y réussira si la 
ligne n'est pas droite; et l'ordre du contact du plan osculateur 
sera égal à l'ordre de cette équation au moins. 

Il faut noter aussi les points où l'ordre du contact du plan oscu- 
lateur s'élève au-dessus de 2; ce sont évidemment ceux où l'on 
peut satisfaire, par des valeurs de A, B, C non toutes == o, aux 
équations (7), (8) et à 

exprimant la possibilité de faire naître un contact d'ordre ^3, 
c'est-à-dire les points pour lesquels on a 



(10) 



dx dy 


dz 


d^x d^y 


d^z 


c?3 X d^y 


d^z 



= o. 



Parmi eux, se trouvent ceux où la tangente a un contact 
d'ordre >> i , mais pas nécessairement seuls. Les points dont il 
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s^agit sonl exceptionnels, si ia ligne considérée n'est pas plane (71 ), 
ce dont on s'assure facilement a posteriori. Car si l'équation pré- 
cédente avait lieu quelle que fût ^, elle entraînerait immédia- 
tement (51***) 

X dx -f- {1 c?^ -f- V ûf5 = o, d'où \x -^ \Ly -^^z = m^ 
X, p., V, xn désignant certaines constantes, et la ligne serait plane. 

90. Aux remarques qui commencent le numéro ci-dessus, il 
convient d'ajouter la suivante qui n'est pas sans utilité. Le plan 
osculateur est la position limite d^un plan mobile mené par 
son point de contact, parallèlement aux tangentes en deux 
points infiniment voisins de celui-ci. 

Car, si la tangente en l'un de ces points infiniment voisins, 
répondant à la valeur t de la variable auxiliaire, est représentée 
par 

dx 

X^ar-h ^ (T— 0, \=y'^-..., Z^5-^..., 

celle construite en l'autre, répondant à / 4- A^, le sera par 

V . / dx . dx\ ^ ( dx , dx\,— 

et les coefficients de X, Y, Z dans l'équation du plan parallèle 
aux deux tangentes à la fois seront proportionnels aux trois déter- 
minants du tableau 

(dx dy dz 
dt' "57' ~dt' 

t dx dx dv dy dz . dz 

[ dt dt' dt^ dt' dt d( 

Or les limites de ces déterminants divisés par A/ coïncident 
évidemment avec celles des déterminants du tableau 



dx 

'dV 


dy 
dt' 


dz 
dt' 


d^x 


diy 


d'z 


dl^' 


di^' 


dt*' 



c'est-à-Jire avec les coefficients des coordonnées courantes dans 



CHAPITRE m. — CONTACTS AVEC LES FIGURES DU PREMIER DEGRÉ. 73 

Téquation du plan osculaleur. Dans sa position limile, le plan 
dont il s'agil est ainsi parallèle au plan osculaleur; par suite, il se 
confond avec lui, puisque l*un et Tautre ont en commun le point 
considéré. 

91. En tout point ou l'ordre de son contact ne s^ élève pas 
exceptionnellement au-dessus de 2, le plan osculateur traverse 
la ligne, laissant de part et d'autre de lui, les deux régions 
distinguées sur celle-ci au n° 10 dans le voisinage du point de 
contact. 

Car si ^0 est la valeur correspondante de la variable aujiiliaire, 
les conditions (6), (7), (8) montrent que, pour t = ^oj 1^ fonction 
composée Ax + Bj^ 4- G^ H-D s'évanouit numériquement avec 
ses deux premières dérivées, qu'ainsi son développement par la 
formule de Taylor est de la forme 

OÙ Hs^z^o par hypothèse. Le signe de la valeur finale de cette 
fonction change donc nécessairement avec celui de l'accroisse- 
ment infiniment petit t — ^oj ce qui entraîne évidemment la par- 
ticularité topographique mentionnée dans l'énoncé. 

Mais aucun autre plan tangent à la ligne (3) ne peut la 
traverser; car pour lui la série (11) commence par un terme dont 
le degré eflectif en ^ — t^ est = 2, partant pair. 

92. Pour une ligne plane, la tangente est forcément située dans 
son plan, puisqu'elle a avec celui-ci un contact du premier ordre 
au moins (58), (78). 

En rapportant la ligne à des axes tracés dans son plan, les 
représentations analytiques de la tangente en (;r, y) deviennent 
immédiatement soit 



g(X-.)-.|(Y_..,.o. 



premier mode, soit 



Y-^^g(X_.), 
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deuxième mode, soit 

« 

troisième mode, ou bien 

Quand les axes sont rectangulaires, les cosinus des angles 
formés avec eux par les deux directions de la tangente sont les 
déterminations opposées des expressions 

-— , 7- (/oc. c*7.), 

<//. ils 

et la dérivée -,- a pour représentation géométrique la tangente 

trigonométrique de l'angle formé, avec la partie positive de l'axe 
des x^ par celle de ces deux directions dont les points ont des 
abscisses supérieures à celle du point de contact. 

Quelquefois on considère la longueur de la tangente, segment 
de cette droite limité par Taxe des x et le point de contact, et la 
sous-tangente, projection de ce segment faite sur cet axe paral- 
lèlement à l'autre. Ces quantités ont respectivement pour expres- 
sions 



les axes étant toujours supposés rectangulaires. 



93. En tout point d^une ligne plane oà le contact de la tan- 
gente n'est pas d^un ordre supérieur à i , cette droite dii>ise 
le plan de la ligne en deux régions dans une seule desquelles 
tombent tous les points de celle-ci qui sont infiniment voisins du 
point de contact; plus brièvement, la tangente ne traverse pas 
la ligne. On raisonne comme au n® 91, en remarquant que si A, 
B, C sont les coefficients de l'équation de la tangente, l'expres- 
sion Ax -{^ By 4- G est une fonction composée de t qui s'évanouit 
au point de contact avec sa dérivée première, mais à l'exclusion 
de la seconde (52). 

Une droite parallèle à une pareille tangente et infiniment 
voisine d'elle coupe la ligne en deux points infiniment voisins 
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du point de contact, si elle tombe dans Vun des deux demi- 
plans mentionnés ci-dessus, en aucun si elle tombe dans 
l'autre. Car les valeurs de t qui fournissent les points d'intersec- 
lion sont les racines de Féqualion 

AxH-B^-r C-+- AC =o, 

où AC est une quantité infiniment petite, à prendre positive ou 
négative selon qu^il s'agit de Tun de ces demi-plans ou de l'autre. 
Comme la valeur initiale ^o de t, cerrespondant à AC = o, annule le 
premier membre de cette équation et sa dérivée première par 
rapport à t^ mais non sa dérivée seconde, les considérations des 
n"* 141** et suiv. montrent facilement qu'en fait de racines infini- 
ment voisines de t^^ l'équation considérée n'en possède que deux 

représentées par une même série entière en ±^àC dont les coef- 
ficients sont tous réels, ou deviennent tels tout au moins par la 
substitution de — AC à AC. Ces deux racines sont donc réelles 
ou imaginaires, selon que AC est une quantité d'un signe ou de 
l'autre. 

Ces deux observations justifient la forme sous laquelle le dessin 
présente continuellement à nos yeux les parties des courbes 
planes ne contenant pas d'autres points que ceux dont nous par- 
lons en ce moment. La particularité la plus saillante consiste en 
ce que, dans le voisinage de chaque point de ce genre, la courbe 
montre toujours sa convexité à un observateur placé sur celui des 
deux demi-plans que nous avons appris à distinguer ci-dessus, où 
ne tombe aucun point de la ligne infiniment voisin de celui que 
l'on considère. Elle montre sa concavité à un observateur infini- 
ment éloigné de la tangente sur l'autre demi-plan. 

La même particularité s'observe encore aux points où l'ordre 
de contact de la tangente est un nombre impair quelconque. 
Mais la courbe traverse sa tangente quand cet ordre est pair, par 
exemple aux points d'inflexion où il est égal à 2. 

94. Le plan osculateur d'une ligne plane (non droite) coïncide 
avec le plan même qui est supposé la contenir entièrement; ceci 
résulte soit de l'observation générale du n'* 70, soit d'un calcul 
direct des plus faciles. 



CHAPITRE IV. 



FIGURES ENVELOPPES. 



Lignes à un ou deux paramètres. 

95. Les figures appartenant à une même famille donnée (66) 
offrent toutes en général, mais pas nécessairement, des contacts 
d'ordre commun plus ou moins élevé avec une même figure inva- 
rlable, de la même variété ou de l'autre. Quand elle existe, cette 
figure fixe se nomme Venveloppe de celles qui constituent la 
famille en question, et, relativement à elle, chacune de ces der- 
nières se nomme une ens^eloppée. 

La ligne à un paramètre a, 

I fti^^y^ -3. rt) = o, 

a pour enveloppe une ligne fixe avec laquelle elle offre sans 
cesse un contact du premier ordre, s' il est possible de satisfaire, 
quel que soit a, aux quatre équations {\) et 



dj\_ 



\ da 



\ da' ^' 

par la substitution à x^ y, z de fonctions de a ne se réduisant 
pas toutes trois à des constantes. 

Si celte enveloppe de la ligne (i) existe, les coordonnées de son 
contact variable avec celle-ci sont évidemment trois fonctions de a, 
savoir »(a), y{ci)t '^C^)' ^"^ aura pour équations 
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et l'existence d'un contacl du premier ordre, entre l'enveloppée (i) 
et l'enveloppe (3), au point de cette dernière répondant à / = <7, 
exigera (50, III) les conditions 

[/i(X, Y, Z, a)],^,-.«, 

[/î(^i Y' Z, a)],-ft — o, 
\à/i d\,à/, dY df^dZ-] 
[o\ dt d\ de O'L dt\i=^r^' 
\d,U d\ dj\d\ df^ rfZ-l 
10\ dt ~^ 0\ dt "^ 01 dt ],=,,' ^' 

En posant maintenant ç(a) = x, /(a) =/, ^(^) = ^j les deux 
premières conditions deviennent les équations (i), sauf le sens 
nouveau donné aux lettres x, y, 5, et, diflférentiées une fois par 
rapport à a, elles donnent 



da 


_^ à A d^ , 
dx da 


àA ^r , àA dz 
dy da dz da 


— 


àA 
da 


dft dx 

-4- • -+- 

dx da 


àA f^y , àfi_ dz 
dy da ' dz da 


— o 



moyennant quoi les deux dernières conditions se réduisent aux 
équations (2), sous le bénéfice de la même observation. 

Ainsi donc, quand elles existent, les fonctions <p(ûf), '/{a), 
^(a) sont les expressions de ^,^', -3 en ût, tirées des équations (i), 
(2); et il est clair inversement que, si le système de ces quatre 
équations est possible, la substitution de ^ à a dans les trois fonc- 
tions de ce paramètre que sa résolution fournit, donnera les 
seconds membres à attribuer aux équations (3) pour qu'elles 
représentent une enveloppe. Mais, pour ne pas multiplier les 
notations, on peut fort bien laisser a représenter la variable auxi- 
liaire des équations de l'enveloppe, et écrire celles-ci 

on y trouve cet autre avantage, d'avoir immédiatement les coor- 
données du point de contact de l'enveloppe avec l'enveloppée qui 
correspond à la valeur a attribuée au paramètre. 

98. La résolubilité des équations (i), (2) étant un fait excep- 
tionnel, parce qu'elles sont plus nombreuses que les inconnues 
(319*), on peut dire qu'en général la ligne (i) n a point d^enve- 
loppe. Elle n'en a point non plus, quand, au lieu de véritables 
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fondions de a, la résolution des mêmes équalions, même pos- 
sible, ne fournit pour x^ y^ 3, que un ou plusieurs systèmes de 
trois constantes (C/*., 13). Mais comme alors la ligne variable (i) 
passe sans cesse parles points fixes correspondants, on continue 
cependant quelquefois à dire qu'elle a une ern^eloppe se rédui- 
sant à la figure formée par ces points. 

Une condition nécessaire à l'existence de l'enveloppe est que 
l^ élimination de x^ y, z entre les quatre équations (i), (a), 
conduise à une équation finale en a, se réduisant à une iden- 
tité; mais elle n'est pas suffisante. 

Quand l'enveloppe existe, on obtient évidemment ses équa- 
tions du premier mode, en éliminant a de deux manières quel- 
conques entre les équations (i), (a). Sa dégénérescence en un 
système de points se manifeste alors par la possibilité de faire 
cette élimination de plus de deux manières. 

97. Quand chaque ligne ( i )^ fixée pour un instant, est ( oupée 
sans cesse par une autre infiniment voisine, prise dans la même 
famille, l^ enveloppe existe, et ses points de contact avec la pre- 
mière ligne sont précisément les positions limites de ces points 
d'intersection. 

En appelant h un accroissement infiniment petit attribué à a^ 
la seconde ligne a pour équations 






. . . — o; 



par suite, les coordonnées des points communs qu'on lui suppose 
avec la première, satisfont pour toute valeur de h aux équa- 
tions (i) et 

da da^ i . îi ' ' ' ' 

da da- i .2 

résultant de leur combinaison évidente avec les précédentes. 
Comme les premiers membres de ces dernières ont --^, ~ pour 
limites, les coordonnées des positions limites de ces points com- 
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muns satisferont aux équations (i), (2). En d'autres termes, ces 
quatre équations sont résolubles par rapport à ar, y, z et, par 
suite (93) donnent une enveloppe touchant précisément la ligne (1) 
aux points indiqués dans l'énoncé. 

98. Un cas particulier intéressant en lui-même et fort utile est 
celui où la ligne mobile {\) se réduit à une droite. Nous le 
traiterons par une méthode différente, en prenant les équations de 
la droite sous la forme 

(4) X = x-f-ÎT, Y=7-+-r,T, Zr-.2-4-;T, 

X, Y, Z désignant les coordonnées courantes, T la variable auxi- 
liaire propre au troisième mode de représentation des lignes, et 
Xj y, z, ^^ y\j^ six coefficients, fonctions données du paramètre a. 
Pour que cette droite reste, quel que soit a, tangente à une 
ligne fixe, il faut évidemment et il suffit qu'on puisse marquer 
sur elle un point qui, entraîné dans son mouvement, décrive une 
ligne ajant pogr tangente sa position correspondante, c'est-à-dire 
que l'on puisse trouver pour T une fonction de a donnant quel 
que soit a (84), 



dx^^dT ^ di^ 
da ^ da da 


dy dT 

i T 

da * da 


da 


dz^^dT dl^ 
da ' "* da ' da 




'^1 




Y 



Ou bien, en égalant chacun de ces rapports à une même inconnue 
auxiliaire o), fonction de a aussi, il faut que, par des détermina- 
tions convenables de T, w, on puisse satisfaire aux trois équations 
linéaires simultanées 



dx 
da 



/dT 
\ da 



u. 1 + -^ T 
da 



(5) 



dy ^/dT 
da ^\da 



dz 



-) 



da 



- o. 



r=0, 



da 



^\da 



V -^ da 



— O, 



d'où la condition 



(6) 



dx dy dz 



da da da 






^ çfn d\ 
da da da 



= o. 
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Réciproquement, si celte relation a lieu entre x^y^ 5, Ç, t^, Ç, 
et si la droite {/\)ne reste pas parallèle à elle-même, elle enveloppe 
cerlainement une ligne, ou bien elle passe par un point fixe. Car 
alors \y 7), X^ ne restant pas proportionnels à des constantes, Tun au 
moins des déterminants des éléments des deux dernières lignes du 
déterminant (6) est ^o (51***)*, et, de deux des équations (5), 

on pourra certainement tirer pour T, -^ co, pourT, co par suite, 

des fonctions de a satisfaisant à la troisième en vertu de (6). Si 
la substitution de cette valeur de T dans les équations (4) rend 
leurs seconds membres constants, la droite passe constamment 
par le point fixe ayant pour coordonnées les valeurs correspon- 
dantes de X, Y, Z; sinon, elle sera tangente à la ligne dont les 
mêmes équations expriment les coordonnées en fonctions de a 
jouant le rôle de variable auxiliaire. 

On remarquera que la relation (6) a toujours lieu quand la 
droite (4) reste, quel que soit a, dans quelque même plan fixe 

(C/.102, m/)- 

99. Le cas excepté où la droite considérée reste parallèle à 
elle-même, la condition (6) est susceptible d'une interprétation 
à remarquer. 

En supposant les axes rectangulaires, la plus courte distance 
de deux positions de la droite (4), projection, sur leur perpendi- 
culaire commune, de la distance de deux points pris respective- 
ment sur Tune et sur l'autre, de {x^ y^ z), (x'^y\ -3')par exemple, 
est fournie par la valeur numérique de l'expression 

qui, en posant 

se réduit à • 

Ix \y Iz I 

I i$ il Aï I 

Si maintenant on développe àx, . . ., AÇ, . . . par la formule 
de Tajlor, on trouvera facilement pour les deux premiers termes 
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de ce déterminant exprimé en série entière par rapport à Ar7, 
variation correspondante du paramètre a, 

'1 aa 

cô représentant le premier membre de l'équation (6), (238*, V). 
Il est donc, par rapport à Aa, un infiniment d'ordre 2 si cette 
équation n'a pas lieu, mais d'ordre 4 ^u moins, si elle est 

satisfaite, car l'identité (£) =0 entraîne aussi — - =0. 

D'autre part, le radical figurant dans l'expression ('j) est un 
infiniment petit d'ordre efTectif i, puisque les déterminants 

r» -7^ — ^ 77^ ) ' ' ' * ^^'^^ supposés ne pas s'évanouir identique- 



( 



' da ^ da] 

ment à la fois. Il en résulte que lapins courte distance de nos 
droites infiniment voisines est, par rapport à Aa, infiniment 
petite da premier ou du troisième ordre, selon que la droite 
mobile (4) n^ci point d^ enveloppe ou en possède une, (Elle est 
évidemment nulle, quand ces droites passent toutes par un même 
point, ou bien sont toutes dans un même plan.) 

Cette proposition due à M. Bouquet constitue une propriété 
générale des tangentes à une ligne gauche, car ces droites forment 
évidemment une famille à un paramètre représenté par la variable 
auxiliaire intervenant dans le troisième mode de représentation 
de la ligne. 

La plus courte distance de deux droites (4) répondant aux 
valeurs a, a -f- Aa du paramètre est ainsi représentée par une 
fonction de a, Aa, qui, dans certains cas et quelle que soit a, est 
infiniment petite par rapport à Aa, non du premier ordre, ni du 
second, mais du troisième. On s'en est étonné ; mais on ne prenait 
pas garde que cette fonction n'est pas l'accroissement correspon- 
dant à Aa, de quelque fonction de a seulement. 

100. Quand l'une des équations (1), la première pour fixer les 
idées, ne contient pas le paramètre a, c'est-à-dire quand la ligne 
mobile, située sans cesse sur une sur/ace fixe 

(8) /i(-^0'» -) = ^» 

M. — IV. T) 
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naît de son intersection par une autre sur/ace seule mobile 

(9) A^^yy^ -» «; = o, 

la première des équations adjointes (2) se réduit à une identité et 
la recherche de Tenveloppe n'exige plus que la résolution par rap- 
port k x^y, z des équations (8), (9) et 

Comme il n*j a plus ainsi que trois équations pour déterminer 
trois inconnues, ce n^est pas la possibilité de leur résolution qui 
est maintenant le cas exceptionnel, c^e^t son impossibilité, et, en 
général, quoique non nécessairement, il y a une em^eloppe 
dont les équations du premier mode s'obtiennent évidemment en 
adjoignant à Féquation (8) le résultat de l'élimination de a 
entre (9) et (10). Quand l'enveloppe existe, chaque enveloppée 
est évidemment coupée par l'enveloppée infiniment voisine, et les 
conclusions du n° 97 sont certainement applicables. 

101. Une ligne variable du genre de (i) avant toujours une 
certaine surface pour lieu géométrique (14), on peut s'étonner de 
nous entendre dire, en général au n° 96, qu'elle n'a pas d'enve- 
loppe, dans le précédent, au contraire, qu'elle en a une; la con- 
tradiction n'est qu'apparente. D'une part, en effet, aucune de ces 
affirmations n'a été absolue; d'autre part, il résulte de la théorie 
des fonctions implicites et de l'élimination, que l'expression de a 
en fonction de x, y^ z, à tirer de l'une ou de l'autre des équa- 
tions (i) pour éliminer ce paramètre entre elles et former l'équa- 
tion de la surface fixe engendrée parla ligne qu'elles représentent, 
cesse habituellement d'être olotrope pour les valeurs de ces quatre 

quantités qui annulent — i -'~\ or ce sont justement les valeurs 

à considérer dans le calcul de l'enveloppe. La théorie générale se 
trouvant ainsi en défaut, on n'est plus fondé à en opposer les 
conséquences à celles d'un autre raisonnement. 

102. Pour appliquer ces considérations au cas où la ligne 
mobile reste dans un plan fixe pris pour celui des xy^ il suffit de 
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prendre pour les équations (i) celle de ce plan et 

équation de la ligne considérée rapportée aux deux axes du même 
plan. On aperçoit immédiatement que l'enveloppe est représentée, 
soit par 

formules de résolution par rapport k Xj y des équations (ii) et 

soit par le résultat de l'élimination de a entre les mêmes équa- 
tions. 

Une ligne plane étant Tenveloppe de sa tangente, droite dépen- 
dant d'un seul paramètre, par exemple de la variable auxiliaire t 
en fonction de laquelle on peut exprimer les coordonnées d'un 
même point de la ligne, le point de contact de chaque tangente 
est la position limite de la trace sur elle, de la tangente au 
point infiniment voisin (97). 

103. Une ligne à deux paramètres a, 6, 

1 M^^y^ ^1 ûf, *) = o, 

a en général une surface enveloppe avec laquelle elle offre 
sans cesse un contact du premier ordre. 

I. La famille des lignes [\i) se subdivise en une infinité de 
tribus à un seul paramètre, dans chacune desquelles ces lignes 
ont {en général) une enveloppe linéaire. 

On formera une tribu à un seul paramètre gt, en substituant 
deux fonctions quelconques de w à a, 6 dans les équations géné- 
rales (12). Et, pour que les lignes de cette tribu soient envelop- 
pées par quelque ligne fixe, il faut, d'après le n" 96, que l'équation 
formée en éliminant x,^', z entre les équations (12) et ce qu'elles 
deviennent après une difierentiation par rapport à tsj, 

da dm db dm ' 
da dm db dm * 
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ait lieu quel que soit w. On obtient ainsi un résultat de la forme 

c'est-à-dire une certaine équation différentielle entre a, b consi- 
dérés toujours comme deux fonctions inconnues de w. 

En prenant, pour a par exemple, une fonction de ra choisie 
arbitrairement n(Tn), l'intégration de cette équation, du premier 
ordre en 6, donnera b =± b(nj, C), fonction déterminée de tu et 
d'une constante arbitraire C. La substitution de û(tïj), b(Tîj, C) à 
a, b dans les équations (12) donnera, pour la famille des lignes 
considérées, cette autre représentation 

Ui^yy, -5, w, C) =0, 

^î(^;7, -. w, C) = o, 

aux deux nouveaux paramètres tït, C; et maintenant, à chaque 
valeur de C, correspondra une tribu au seul paramètre ra, dont 
tous les membres seront enveloppés par la ligne au seul para- 
mètre C, dont les équations résultent de l'élimination de m entre 
les équations (12) et (i3). 

II. La sur/ace enveloppe cherchée est évidemment celleqiûen- 
gendre cette enveloppe linéaire au seul paramètre C (14). On 
obtiendra visiblement les coordonnées de son point de contact 
avec l'enveloppée pour laquelle on a a = a(Tij), h = b(Tïy, C), en 
résolvant par rapport k x, y, z les équations (12), (i3), rendues 
compatibles par la relation (i4); et, pour avoir les formules 

(,5) X=o(a, 6), Y = x(a, 6), Z = ^{a, b), 

exprimant les mêmes coordonnées en fonction de o^ 6, c'est-à-dire 
les équations de la surface enveloppe appartenant au troisième 
mode, il est clair qu'il suffira de résoudre par rapport à x, j', z 
les mêmes équations (12) et celle-ci 



(16) 



du db 

dft dfr 
da db 

da db 



= o 



résultant de l'élimination de -, » -y- entre les relations (i3). 

dm dm ^ ' 
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III. Le nombre total 3 des équations (12) et (16) étant égal à 
celui des inconnues x, y^ 2, le fait normal est la possibilité de 
leur résolution. L'enveloppe existe donc en général, et, pour 
avoir son équation du premier mode, il suffira d'éliminer a, 6, 
entre les mêmes équations. 

104. L'enveloppe dégénère : 

I. En une ligne ^xe que la ligne (12) rencontre quels que 
soient a, b (une infinité de fois en chacun de ses points), quand 
les déterminants différentiels des fonctions (i5) associées deux à 
deux sont tous trois identiquement nuls (13), ou bien, ce qui 
revient au même, quand l'élimination de a, b entre (12) et (16) 
peut se faire de deux manières seulement. 

II. En un assemblage de points fixes par lesquels la ligne 
(i 2) passe sans cesse, quand les dérivées premières des mêmes 
fonctions (i5) sont toutes identiquement nulles, ou bien, chose 
équivalente, quand l'élimination ci-dessus peut s'opérer de trois 
manières (loc, cit.). 

104 bis. Dans tout ceci, nous avons supposé tacitement que le 

déterminant des coefficients de-r-» ~t-> dans les équations (i3), 

n'est pas identiquement nul. Quand le contraire a lieu, ces équa- 
tions se réduisent à une seule formant avec (12) un système d'où, 
quelles que soient les fonctions de m substituées à a, 6, on pourra 
(en général) tirer, pour x, y, z, trois fonctions de w représentant 
les coordonnées courantes d'une ligne enveloppe de la ligne (12), 
cette dernière ne dépendant plus alors que du seul paramètre w. 
En même temps, l'élimination de a, 6, simultanément, entre 
les équations (12) devient possible (317*), et conduit à l'équation 
d'une surface fixe, contenant à la fois toutes les lignes (12) et 
leurs enveloppes mentionnées ci-dessus. Cette surface, lieu de 
ces enveloppes, représente ici l'enveloppe (superficielle) de la 
ligne proposée, puisque son équation peut -être obtenue aussi 
bien par l'élimination de a, b entre les équations (12) et l'équa- 
tion (16) dégénérée en une identité. 
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Surfaces à deux ou un paramètres. 
lOo. Une surface à deux paramètres a, 6, 

a en général une surface enveloppe avec laquelle elle offre 
sans cesse un contact du premier ordre. 

La surface représentée par les équations 

(2) X = ç(a, 6), Y=x(a, 6), Z = ^a,b), 

où cp, y, ^ sont trois fonctions de a, b jouant ici le rôle de va- 
riables auxiliaires, aura toujours, en son point répondant aux 
valeurs actuelles de a, 6, un contact du premier ordre avec la sur- 
face (i), si les trois conditions 

/(X, Y, Z, a, 6) = o, 

(3) { d\ lia '^ d\ da'^ dl dà ~ °' 

d£d\ df dY àf dZ _ 
d\ db '^fi db'^ d'L db ~ ^ 

sont remplies (46). 

Les résultats de la difTérentiation de la première, par rapport 
k ay b successivement, combinés avec les dernières^ conduisent à 

équations à associer à (i) pour déterminer X, Y, Z en fonctions 
de a, b, c'est-à-dire les trois fonctions cp, y, ^, L'exactitude de 
notre énoncé résulte de la possibilité habituelle de résoudre trois 
équations finies à trois inconnues seulement. 

Cette résolution étant supposée praticable, l'enveloppe existe 
comme surface véritable si les déterminants diflFérentiels des trois 
fonctions cp, y, ^y associées deux à deux ne sont pas tous identi- 
quement nuls (13). 

Si toutes les dérivées premières, par rapport à a, 6, des mêmes 
fonctions sont nulles identiquement, l'enveloppe disparaît en 
réalité; mais alors les équations (a) représentent un assemblage 
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de points fixes par lesquels la surface (i) passe sans cesse, et que 
Ton considère encore, mais ficlivement, comme constituant pour 
elle une enveloppe. 

Si ce sont les déterminants différentiels seulement de o, '^, ^ 
associées deux à deux qui s^évanouissent tous trois identiquement, 
l'enveloppe-surface disparaît encore; mais alors {loc. cit.) les 
équations (2) représentent une ligne fixe qui offre avec toutes les 
surfaces (1) des contacts du premier ordre évidents, et qui est 
pour elle une enveloppe- ligne. 

On obtient évidemment l'équation de Tenveloppe, appartenant 
au premier mode, en éliminant a, b, entre les équations (i), (4). 
Sa dégénérescence en une ligne ou en un assemblage de points se 
manifeste alors par la possibilité d'opérer cette élimination de 
deux manières seulement ou de trois. 

106. U enveloppe de la surface (i) est le lieu des positions 
limites des intersections de ^ enveloppée par deux autres inji^ 
niment voisines, pourvu toutefois que celles-ci correspondent 
à des couples d^ accroissements des paramètres 

Ai = jiiei, A:, = v,Ê,, 

ei, £2 désignant deux quantités infiniment petites et [X|, V|, 
[jLa, Va quatre quantités finies dont la valeur numérique du 
déterminant 8 a pour limite inférieure quelque quantité po^ 
sitive. 

Les coordonnées des points communs aux trois enveloppées 
infiniment voisines 

satisfont évidemment aux trois équations 

/(:r,7, z, a, 6) = o, 

da du 
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dont les deux dernières peuvent être remplacées par 

df 



da 
■^df 



les termes sous-entendus étant tous divisibles par Sie^ et de 
degrés > 2 par rapport aux facteurs de ce produit. 

Ces équations divisées par s, £2 donnent donc à la limite 



et, par suite, 



''"[^£] = *^'"[^/!i]="' 



df df 

-'- = o, "• - — 0, 
da do 



puisque, par hypothèse, reste numériquement supérieur à une 
quantité positive invariable qu'on peut assigner. D'où Texactitude 
de notre proposition, à cause de la nature des équations de Ten- 
veloppe (105). 

La restriction relative à la variation de ô est identique à celle 
faite déjà aux n*'" 108***, 33, 6i, 72 (in/ine). Si la petitesse de S 
n'était pas limitée, un point commun à trois enveloppées infini- 
ment voisines pourrait tendre vers une position limite étrangère 
à Teuveloppe, ou même n'en avoir aucune. 

Comme le plan tangent à une surface donnée dépend des deux 
variables auxiliaires, en fonctions desquelles s'expriment les coor- 
données de son point de contact, comme, d'autre part, la surface 
est évidemment l'enveloppe de ce plan, son point de contact est 
la position limite de la trace sur lui de V intersection des 
plans tangents construits en deux points infiniment voisins, 
soumis toute/ois à la restriction ci-dessus. 

107. La surface à un seul paramètre a, 

(5) f'^^r-, -» «) = <>, 

a en général une sur/ace enveloppe avec laquelle elle offre 
sans cesse un contact du premier ordre, en chaque point d'une 
ligne dépendant aussi de a. 

En considérant a, t comme deux variables auxiliaires, trois 
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ëqualions telles que 

(6) X = cp(a, /), Y = x(a, 0, 7.^^{a,t) 

représentent une certaine surface qui, en chaque point de la ligne 
représentée par les mêmes équations quand on y attribue à a la 
môme valeur que dans Téquation (5), a un contact du premier 
ordre avec cette surface si Ton a, quelles que soient a, t (46), 

(7) /(X, Y, Z, a) = o, 



df dX df d\ 
'0\ da "^ oY du 


àf dl. 
OTa da 


= o, 


df d\ ^ àf d\ 
o\ dt "^ 0\ dt "^ 


df dZ 
O'L dt 


= 0. 



Cette dernière condition étant satisfaite d'elle-même à cause de 
celle obtenue en dilTérenliant la première par rapport à /, il reste 
seulement la première accompagnée de la seconde dont la combi- 
naison avec celle-ci, différentiée par rapport à a, laisse à sa place 

(8) f=o, 

OU 

Si donc les fonctions cp, y, 'L satisfont, quelle que soit /, aux 
équations (7), (8), la surface (6) sera l'enveloppe mentionnée 
dans notre énoncé; et, pour chaque valeur de a, sa ligne de con- 
tact avec la surface correspondante (5) sera représentée soit par 
les mêmes équations (6), a y étant fixée à cette valeur, soit évi- 
demment encore par les équations (7), (8), prises simultanément. 

Comme ici nous nous trouvons en présence de deux équations 
seulement à trois inconnues, la surface enveloppe existe en 
général, et son équation du premier mode se forme évidemment 
par l'élimination de a entre les équations (7), (8). 

L'enveloppe disparaît quand ces équations sont incompatibles, 
ce qui peut arriver, et aussi quand elles représentent une ligne 
invariable, par suite de la possibilité d'éliminer a entre elles de 
deux manières; dans ce dernier cas, la surface (5), qui passe sans 
cesse par cette ligne, est dite encore l'avoir pour enveloppe. 

108. Quand l'enveloppe existe et qu'elle est une véritable sur- 
face, elle est ainsi circonscrite à l'enveloppée dans chacune des 
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positions de celle-ci, suivant la ligne de contact dont nous avons 
parlé ci-dessus, et que l'on nomme la caractéristique de l'enve- 
loppée; la caractéristique varie naturellement avec a, son para- 
mètre unique, et engendre l'enveloppe dans ce mouvement (1-i). 
En remettant maintenant x^ y^ z k la place de X, Y, Z, nous 
écrirons de nouveau les équations de la caractéristique 



f(,x, X, z, a) = o, 

(9) \ df 

da 






109. La caractéristique, à son tour, est enveloppée par une 
certaine ligne fixe, du moins en général, 

» 

Car ses équations (9) et celles à leur adjoindre d'après le n° 96, 



da 



/In. il rr ri ni * 



da da da^ 

se réduisent à trois seulement 

d/ _ 
(10) { da~^' 

d\f 
da^ = ^^ 

pouvant habituellement être résolues par rapport à or, j', z. 

Cette enveloppe (linéaire) de la caractéristique se nomme V arête 
de rebroussement de l'enveloppe (superficielle) de la surface 
mobile (5). On obtient ses équations, soit du troisième mode 
avec a pour variable auxiliaire, en tirant des équations (10), comme 
nous venons de le dire, x^ y^ z en fonctions de a, soit du premier 
mode, en éliminant a de deux manières entre les mêmes équations. 
Chaque point de Tarête de rebroussement est, en général, sin- 
gulier pour la surface enveloppe; effectivement, pour avoir l'équa- 
tion de cette dernière, il faut remplacer, dans la première des 
équations (9), a par son expression en x, y^ z tirée de la seconde. 
Or, à cause de la troisième équation (10) qui a lieu en tout point 
de l'arête de rebroussement, cette expression cesse, en général, 
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d'être olotrope (321*) et, par suite, le premier membre de Téqua- 
tion de l'enveloppe avec elle. 

L'arête de rebroussement disparaît, même quaud les équa- 
tions (lo) sont compatibles, si les fonctions de a qu'elles four- 
nissent se réduisent à des constantes. L'enveloppée (5) et sa 
caractéristique (9) passent alors, quel que soit a, par les points 
fixes correspondants. 

HO. Chaque enveloppée a un contact du second ordre avec 
l* arête de rebroussement. 

Soient, en effet, 

(11) X = *(a), Y = X(fl), Z = ^'{a) 

les équations de l'arête, que la résolution des équations (10) 
fournit sous la troisième forme, comme nous l'avons dit ci-dessus. 
On a d'abord, en vertu de la première équation (10), 

(12) /(X, Y, Z, a) = o, 

puis, en différentiant celle-ci une et deux fois, 

Vdf d\ df d\ à/dZ] d/_ 
l'âX da d\ da ôZ da\ dû ~ ' 

Yd\^\da) '^""^'^'dXoZ da da '^'"'^ d\ rfa»"^'"] 

\^ôXda da J 

La première de ces équations se réduit à 

àf^fjj^ àf d\ df dZ _ 
^^^ d\ da "^ d\ da '^ ôZda" ^' 

à cause de la seconde relation (10) ; la deuxième à 

^'^^ d\*\da) '^'"'^^ d\'dZ da da'^'"'^ ÔX ~d^ 

à cause de la troisième relation (10) et de l'équation (i3) diffé- 
rentiée. Or, les relations (12), (i3), (i4) sont précisément les 
conditions d'un contact du second ordre en un point donné de la 
ligne (11), entre cette ligne et l'enveloppée (5) correspondant à 
une valeur numérique de a, égale à celle prise dans les équa- 



â^f dK 1 ô^f 

2 I -ïT^, . -f-...l-+-^=o. 



H . . . = O, 
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lions (i i) pour avoir les coordonnées du point considéré (35). 
Uarête de rebroussement est donc, en quelque sorte, une 
enveloppe linéaire de la surface mobile (5); seulement, l'ordre 
du contact constant s'élève à 2. On arriverait aux mêmes conclu- 
sions, en cherchant directement cette enveloppe linéaire à contacts 
du second ordre. 

111. Chaque caractéristique est la position limite de V in- 
tersection de V enveloppée correspondante par V enveloppée 
infiniment voisine. 

En raisonnant comme au n'' 97, on prouve facilement que l'inter- 
section des enveloppées répondant aux valeurs a^ a + h du para- 
mètre a pour équations 

[ / = <>, 



U 



, -4-...- o, 



la I .'2 da- 

qui, pour h infiniment petit, ont les formes limites (9) appartenant 
à la caractéristique. 

112. Chaque point de V arête de rebroussement est la posi- 
tion limite de l* intersection de ^enveloppée correspondante 
par deux autres infiniment voisines de celle-ci. 

Car, en appelant h^ y^ h-^ deux quantités infiniment petites, ces 
trois enveloppées ont pour équations 

, . df h\ d^f 

-' da 1.2 da^ ' 

^ , df h% d^f 
"^ da \,'i da^ 

Les coordonnées de leurs points communs satisfont donc aux 
combinaisons évidentes de ces trois équations 

/='■■ 

da 1.2 da'^ 

I d'-f Ih-hhi d^f 
1 .2 da^ ' i,'i,'6 da^ 

et celles de leurs positions limites aux formes limites de celles-ci. 
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qui sont précisément les équations (lo) de Tarête de rebrousse- 
ment. 

On prouvera de même, que chaque point de V arête est la 
position limite de l^ intersection dUine enveloppée par la 
caractéristique d^ une autre infiniment voisine, ou bien encore 
d'une caractéristique par l'enveloppée contenant la caracté- 
ristique infiniment voisine; etc. 

Nous reviendrons longuement (150 et suii\, in/.) sur le cas 
particulièrement intéressant où la surface mobile (5) se réduit à 
un simple plan. 

H3. La sur/ace au seul paramètre a, que représente l'équa- 
tion (i) du 71° 105 quand on attribue à b une valeur momen- 
tanément invariable^ a une sur/ace enveloppe, au seul pa- 
ramètre 6, qui a pour enveloppe celle même de la sur/ace 
originaire, considérée de nouveau maintenant comme appar- 
tenant à une /a mi lie aux deux paramètres indépendants a, b. 

L'enveloppe de la surface originaire, considérée comme renfer- 
mant le seul paramètre a, a pour équation (108) le résultat de 
l'élimination de a entre les deux équations 

(i6) =o, 

du 

et l'équation de Tenveloppe de cette dernière surface, maintenant 
au seul paramètre b, se forme en éliminant b, entre l'équation 

(17) /(-^^r» -' A, b) = o, 

où A représente l'expression de a en x, y, j, b tirée de (16), el le 
résultat de la différentiation par rapport à b 

âf ^ df d\ _ 
Où ^ d\ âù " ^' 

que la même équation (16) réduit à 

àf 
(18) ;j-J-=o, 

c'est-à-dire en éliminant a, b entre les équations (i j), (16), (18). 
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Or (105), c*esl précisémeot refaire le calcul qui nous a conduit à 
Téquation de Ueoveloppe de la surface originaire à deux paramètres 
indépendants. 

On retrouverait évidemment la même surface enveloppe, en 
recommençant ces opérations sur la sur/ace aux deux nou- 
veaux paramètres a, p, dont on formerait Inéquation en substi- 
tuant à a, 6, dans celle de la surface originaire, deux fonctions 
déterminées quelconques de cl^ p. 

114. La ligne, au seul paramètre 6, que représentent les 
équations (12) du n^ 103 quand a conserve quelque même 
valeur donnée, engendre une surface, au seul paramètre a^ 
qui a précisément pour enveloppe (107) celle de la même 
ligne considérée maintenant comme impliquant les deux para- 
mètres a, b au même titre. 

Pour obtenir effectivement Féquation de Tenveloppe de celte 
surface, il faut (1-i) tirer de la seconde équation de la ligne, par 
exemple, l'expression B de 6 en fonction de x^y^ 5, a, puis (107) 
éliminer a entre les équations 

et 



ou bien 



du du (>li da 



àf: 



2 



à cause de l'identité 



àA àf^ 
da 0\^ 

ùa dB 



(ai) fi{^,y. 5, a, B) = o, 

c'est-à-dire éliminera, B entre (19), (20), (21), ce qui est préci- 
sément le calcul de l'enveloppe considérée au n" 103. 

Plus généralement : on retrouve la même enveloppe en sub- 
stituant à a, b des fonctions quelconques de deux nouveaux 
paramètres a, p, puis cherchant l'enveloppe de la surface au 
seul paramètre ol^ que la ligne considérée engendre quand j3 
seul varie. 
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115. La réciproque de la proposition du n° 109 est exacte : 
Toute ligne mobile à un seul paramètre 

qui est douée d^une enveloppe (96), peut être considérée comme 
appartenant à la caractéristique (108) de quelque surface 
mobile au même paramètre. 

Par hypothèse en effet, on peut trouver pour or, y^ z trois fonc- 
tions de a satisfaisant identiquement aux quatre équations (22) et 



da da 



= o. 



Il existe donc quatre fonctions (non toutes identiquement 
nulles) de x^ y^ 2, a considérées un instant comme variables 
toutes indépendantes, savoir Af, A2, 'A|, 'A2, qui donnent lieu à 
ridentité 

(23) A,/,-4-A,/, + 'A»^+'A,^-J=o. 

Car si, «Pi, cpj, '<p, désignant trois nouvelles variables, on tire x^ 
yj z des trois équations 

fii^-.yy -5, a) = cp,, Mx,y, z, a) = cp^, -^ ='«p„ 

par exemple, pour les porter dans -^y le résultat -^ de cette 

substitution s*évanouira quel que soit a pour (p< = cpg =''4> = o. 
Le développement de cette fonction en série entière par rapport 
à ^1, cp2, '?pi, a — ao donnera donc 



K5]=^'?'^^'?«-*-'^''"P' 



•C«j -0.2» '-C* représentant certaines fonctions de cpt , <j)2î '?i j^> puis, 
par le retour aux anciennes variables x, y, 5, a, une identité ana- 
logue à (23). 

Un système A|, A2, 'A|, 'A2 ayant été ainsi obtenu, considérons 
la surface mobile au paramètre a 

'A,/, -h 'A,/, = o. 
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Sa caractérislique est représentée par cette équation associée à 

* t/a ^a (la *' da •' ' 

OU bien, en vertu de l'identité (aS), par 



(-^4) 



système qui renferme les équations (22). 

Lés fonctions A,, ... n'étant pas entièrement déterminées, il 
y a une infinité de surfaces mobiles ayant la ligne proposée pour 
caractéristique. 

1 16. Nous rencontrerons plus d'une fois les figures enveloppes, 
dont les propriétés trouvenl aussi des applications importantes en 
Cinématique et ailleurs. 

En Optique, par exemple, le rayon lumineux d'un faisceau 
réfracté (ou réfléchi) dans un milieu homogène est une droite 
à deux paramètres, puisqu^il en passe en général une seule par 
chaque point de l'espace, et l'élude du phénomène comporte celle 
de la surface enveloppe de ces rayons (103) que Ton nomme la 
caustique du faisceau. Etc. 

Nous n'avons considéré que des enveloppes ayant des contacts 
du premier ordre avec leurs enveloppées, et c'est la raison qui 
nous a fait rapprocher cette théorie du Chapitre précédent. Mais 
on pourrait tout aussi bien chercher une figure fixe ayant sans 
cesse un contact d'ordre donné quelconque, avec une figure mobile 
dépendant de paramètres en nombre suffisant. L'observation finale 
du n** HO montre un exemple des questions de ce genre. 



CHAPITRE V. 



CONTACTS DU PREMIER ORDRE ENTRE LA SPHERE, OU LE CERCLE, 

ET DES FIGURES DONNÉES. 



Normales et plans normaux. 

H7. Une infinité de sphères offrent un contact du premier 
ordre avec une surface donnée, en un même point de celle-ciy 
et leurs centres ont pour lieu une droite qui est perpendi- 
culaire au plan tangent construit à la surface, au point dont 
il s^ agit. 

Ea adoptant des axes rectangulaires, comme nous Je ferons dans 
tout ce Chapitre, une sphère de centre (a, i, c) et de rayon 11 
aura pour équation 

(i) (X — a)îH-(Y-. ^,)2-h(Z — c)«--R2 = o, 

et les conditions d'un contact du premier ordre au point (j;,^', 5), 
entre elle et la surface représentée par les équations du troisième 
mode 

se formuleront par les trois équations 

(3) (.r-a)«H-(^-^>j!«-^(«— c)»— Rï =0, 

(4) (.-a)^-^(v-6)g-.(.-c)|=o, 

(5) (^.a)^^(y-b)!^^i.-c)'^=.o, 

égalant à zéro, pour les valeurs de p] q fournissant le point con- 
sidéré, le résultat de la substitution des fonctions (2) à X, Y, Z 
dans le premier membre de l'équation de la sphère et ses dérivées 
premières par rapport à/?, </ (46). La valeur de R étant sûrement 
M. — IV. 7 
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donnée par l'équation (3), après substitution ka^ b, c de celles que 
fournit la résolution des équations (4)? (5), le centre de la sphère 
cherchée est indéterminé sur la droite que représente le système 
de ces deux équations, quand on y considère a, 6, c comme des 
coordonnées courantes. Et cette droite est perpendiculaire au plan 
tangent à la surface en (x, y^ z), soit parce que les axes sont rec- 
tangulaires et que les déterminants des coefficients de a, 6, c dans 
ses équations, sont précisément les coefficients f, m, » de l'équa- 
tion de ce plan (75, infine)^ soit encore parce qu'elle est un rayon 
pour toutes les sphères considérées, auxquelles ce plan est aussi 
tangent à cause du contact existant ainsi entre elles et la sur- 
face (76). 

La droite que nous venons de trouver se nomme la normale à 
la surface, au point dont nous avons parlé et qui est son pied. 

118. En représentant maintenant par X, Y, Z les coordonnées 
courantes des points de la normale, on trouvera immédiatement 
les formes suivantes pour ses équations. 

I. Si Téquation de la surface est du premier mode, on aura 

pour la normale 

X- x^ _ Y— j _ Z^z 

df ^ df - df ' 

dx dy dz 

Car les équations (4), (5) donnent pour (a — x)^ (^ "" J')> 
(c — z) des quantités proportionnelles aux déterminants î, m, m 
qui le sont eux-mêmes aux dérivées partielles du premier membre 
de Téquation de la surface (6). 

Les cosinus des angles formés par la normale avec les directions 
positives des axes ont alors pour expressions 

df iL i[ 

dx dy dz 

—- • — — * ■ — — - • 



II. Si Téquation de la surface est du deuxième mode, ces for- 
mules deviennent 

X — x _ Y— j _ Z — z 
dz ^ dz ~ — I 
dx dy 
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et 

dz dz 



dx dy — I 



M 



l'^^C'Y^, 'T^- ^'- 



dx } \ dy 



) 



III. Sî enfin la surface est représentée de la troisième manière, 
comme nous Tavons supposé dans le numéro précédent, on aura, 
pour la normale, 

i MV II' 

et, pour ses cosinus directeurs, 

i lU M 



/»:« -h iu« -h M» /777TT /, 



les lettres f, m, u ayant toujours ici la même signification qu'aux 
n" 6, 35, 75. 

Dans chacun de ces groupes d'expressions des cosinus direc- 
teurs de la normale, figure un radical ^o (2), (5) dont les deux 
déterminations distinguent les directions opposées à concevoir 
sur chaque normale. Et, comme au n° 84, où il s'agissait des tan- 
gentes à une même ligne, les deux directions de V ensemble des 
normales à la surface seront spécifiées par les fonctions détermi- 
nées de X, y^ ou bien de />, ç, que donnent les expressions des 
alinéas II ou III, après attribution au radical correbpondant de 
Tune ou de l'autre des valeurs initiales dont il est susceptible. 

119. La normale jouit d'une propriété caractéristique à noter. 

La dislance d^un point fixe de V espace à un point indéter- 
miné de la surface est en général maximum ou minimum 
quand le second est le pied d'une normale issue du premier. 

Car si (a, 6, c), (x^y^ z) représentent les coordonnées de ces 
points, les dernières exprimées au moyen des variables auxi- 
liaires/?, ^, le carré de la distance en question est mesuré par 

(5 bis) {x — a)^ -{-(y — b)* -h(z - cy, 

fonction de p, q dont le maximum ou minimum exige les deux 
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coodîûoos ''87***, Il f 

/Jr . dv dz dr 

if}} * X — a ■ -, y — *», ; — r - — c -,- — r — l'-j ... = 0, 

' dp "^ dp dp dq 

arsuraoi précisément en ('x, r, z • l'existence d'un contact du pre- 
mier ordre entre la surface et une sphère passant par ce point 
avec ia^ 6. c y pour centre ^87 1. 

Mais ces conditions ne sont pas suffisantes, et Ton peut avoir 
tantfit un maximum, tantôt un minimum, tantôt ni Tun ni Fautre 
^210, inf,), 

120. On nomme plan normal à une surface en un point 
donné, dit aussi son pied, tout plan mené par sa normale en ce 
point, perpendiculaire par suite sur son plan tangent au même 
point. 

En un même point de la surface, celle-ci a donc une infinilé de 
plans normaux, et chacun d'eux est évidemment le lieu des 
centres des cercles qui, en son pied, ont un contact du premier 
ordre avec elle. 

121. Une infinité de sphères offrent un contact du premier 
ordre avec une ligne donnée en un même point de celle-ci, et 
leurs centres ont pour lieu un plan qui est perpendiculaire à 
la tangente à la ligne, construite au point dont il s* agit. 

Car l'existence d'un semblable contact en (jr, y^ ;;), entre la 
sphère (1) et la ligne 

(-]) x^-oit). y = y^^t), 5 = ^(0, 

n*assujettit le centre de la première qu'à la condition 

(8) (^-a)^^+r^-6)g+(^-c)g=o (35), 

représentant un plan quand on regarde a, 6, c comme des coor- 
données courantes. El ce plan est perpendiculaire sur la tangente, 
parce que les axes sont rectangulaires et que les coefficients de a, 
t, c dans celle équation sont précisément ceux de la variable 
auxiliaire T dans celles delà tangente cotées (4) au n° 84, ou bien 
encore parce que celte tangente offre aussi un contact du premier 
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ordre avec toutes les sphères considérées (08) et qu'ainsi elle est 
perpendiculaire sur tous leurs rayons aboutissant à son point de 
contact. 

Le plan en question se nomme le plan normal à la ligne au 
point dont nous parlons et qui est dit son pied. II est aussi bien 
le lieu des centres des cercles ayant en son pied un contact du 
premier ordre avec la ligne, car toule sphère contenant un pareil 
cercle offre le même contact (08). 

122. L'équation la plus usitée du plan normal à la ligne (7) est 
celle que nous avons déjà trouvée et que nous écrirons une 
seconde fois, en reprenant les lettres X, Y, Z pour représenter les 
coordonnées courantes, 

Si la ligne était représentée par les équations (1) du n® 80 sa 
tangente le serait par les équations (2) du même numéro. On 
trouverait alors celle du plan normal sous la forme 

OÙ A;r, A^, A^ ont les mômes signifîcalions qu'au n° 10. 

123. La distance d'un point fixe de Vespace à un point 
indéterminé de la ligne est en général maximum ou minimum 
quand le second est le pied d'un plan normal issu du premier. 

Cette proposition analogue à celle du n** 119 se démontre de la 
même manière, restant sujette aux mêmes aléas (180, in/.), 

124. Une normale à la ligne, ayant pour pied un point donné 
de celle-ci, est toute droite menée par ce point dans le plan 
normal. En un même point de la ligne, il y a donc une infinité de 
normales, toutes perpendiculaires à la tangente. 

Il est évident qu^une normale donnée dans un plan tangent à 
la ligne (87) est le lieu, dans ce plan, des centres soit des sphères 
s^it des cercles ayant en son pied des contacts du premier ordre 
avec la ligne. 

Dans des circonstances importantes (178, in/.), il y a lieu de 
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distinguer d'une manière spéciale celle des normales, en un poinl 
donné d'une ligne, qui est située dans son plan osculateur en ce 
même point (89); on la nomme la normale principale au point 
dont il s'agit. 

125. Quand il s'agit d'une ligne plane et que l'on ne considère 
avec elle que des figures situées dans le même plan, le mot nor- 
male, tout court, s*applique à sa normale principale définie ci- 
dessus, c'est-à-dire à celle de toutes ses normales qui est située 
dans son propre plan (94). 

Les équations de la tangente à une ligne plane trouvées au n° 92 
donnent immédiatement pour celles correspondantes de la nor- 
male de pied {x, y)^ soit 

\^x _ Y — y 

dx dy 

soit 

dx 
soit 

dx{y,. — T)-\-dy{\—y) = Q\ 

dans cette dernière, nous avons simplifié l'écriture en mettant <ij;, 
, m. 1 dx dy 

On a nommé longueur de la normale la portion de celte droite 
comprise entre son pied et l'axe des x^ et sous-normale la pro- 
jection (orthogonale) de ce segment sur le même axe. Les expres- 
sions de ces quantités sont 



respectivement. 



*V-(£)'' ^£- 



Trajectoires orthogonales. 



126. Toute figure dont on a en vue les intersections avec cellçs 
composant une même famille donnée (66) se nomme une trajec- 
toire de ces dernières. 
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Quand, en un point commun à deux figures, le plan tangent à 
la première, si c'est une surface, ou sa tangente, si c'est une ligne, 
jouit par rapport à la seconde de la propriété normale défînie 
dans le paragraphe précédent, réciproquement le plan tangent ou 
la tangente à la seconde jouit de la même propriété relativement 
à la première, et on dit que les deux figures se coupent orthogo- 
nalement en ce point. 

En conséquence on nomme trajectoire orthogonale des figures 
d'une même famille, toute figure fixe coupant orthogonalement 
chacune des premières en un quelconque des points où elle la 
rencontre. 

127. Une famille de lignes à un paramètre [constituant 
ainsi les génératrices d^une certaine sur/ace (14-)], 

l fii^y^y ^y «) = 0, 

admet toujours pour trajectoires orthogonales une infinité de 
lignes dont les équations générales renferment aussi un seul 
paramètre indéterminé. 

Soient 

(2) X=ç>(a), Y = y(a), Z = ^(a) 

les coordonnées d'un point pris sur la ligne, donnant par suite 

3^ l/i(X, Y, Z, a) = o, 

î /i(X> Y, Z, a) = o, 

quel qile soit a. En considérant ce paramètre comme une variable 
auxiliaire, les équations (2) représentent une ligne dont la tan- 
gente fait avec les axes (puisque nous supposons ceux-ci rectan- 
gulaires) des angles à cosinus proportionnels aux dérivées 

??, ^, ^ (Si) 
da ^ da^ da ^ i' 

Quant aux mêmes cosinus pour la tangente à la ligne (1) au 
point X, Y, Z, ils sont, d'après les équations (2) du n® 80, propor- 
tionnels aux déterminants différentiels 

Ax, Ay, Az (10). 
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Pour que ces deux tangentes soient mutuellement perpendicu- 
laires, il faut donc et il suffit que Ton ail 






da 



c'est-à-dire 



(4) 



da 
d\ d\ 



da 



dZ 



da da da 

dfx df, df, 

dX d\ dt 

dh djj df._ 

d\ d\ dZ 



= o. 



Les fonctions X, Y, Z sont ainsi les intégrales du système mixte, 
à la variable indépendante a, formé par les trois équations (3), (4). 
La dernière seule étant différentielle et du premier ordre, les inté- 
grales renferment une seule constante arbitraire (376*), (377*) 
jouant le rôle de paramètre indéterminé dans Téquation générale 
des trajectoires. 

Les équations (3) montrent que toutes les trajectoires sont 
situées sur la surface engendrée par la ligne (i), ce qui était 
d'ailleurs évident. On pourrait encore trouver leurs équations 
générales, en employant les coordonnées curvilignes propres à la 
représentation des figures situées sur cette surface (16). 

Il est évident que les lignes (i) sont réciproquement les tra- 
jectoires orthogonales de celles, à un seul paramètre aussi, que 
nous venons de leur trouver. 



128. Quand la ligne (i) varie exclusivement dans le plan desT^, 
ses équations sont de la forme 

et celles de ses trajectoires se réduisent à 

Z = o, 

/(X, Y, a)--.o, 
df d\ _àf d\ _ 
d\ da 0\ da ~~ 

On fait naturellement abstraction de la première, et, habituel- 
lement, on réduit les deux dernières à une seule en prenant X 
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pour variable indépendante, ce qui permel d'écrire la troisième 



(5) 


df d-i df 

0\ 'd\ ô\ '^ 


à cause de 






^s^^-lll (333 



puis en portant, dans cette troisième ainsi transformée, l'expres- 
sion de a en X, Y tirée de la seconde. Après cette élimination 
de a, rintégration de Téquation fournit Téquation des trajectoires 
rentrant dans le premier mode. 

129. Nous traiterons le cas où la ligne (i) se réduit à une simple 
droite mobile (engendrant ainsi une certaine surface réglée), en 
choisissant pour ses équations la forme 

où t représente la variable auxiliaire propre à ce mode de repré- 
sentation, et j:, }% Zy Ç, r,, Ç six fonctions données de a, les trois 
dernières étant les cosinus directeurs de la droite, satisfaisant par 
suite, quel que soit a, à Téquation 

(7) ti-KT,*-+-;«-i. 

Pour les intersections de la droite (6) avec une trajectoire déter- 
minée quelconque, l est une fonction déterminée t de a, que four- 
nira par exemple la résolution des équations en t naissant de la 
substitution des seconds membres de ces formules aux trois 
coordonnées respectivement, dans les équations de la trajectoire 
(premier mode). Si, inversement, t représente une fonction de a 
absolument indéterminée, les équations générales de toutes les 
trajectoires possibles des droites (6) seront 

(8) X=x-+-;t, \=y-^r,U Z.-=^-4-;t, 

avec a pour variable auxiliaire. 

Les cosinus directeurs de la tangente à cette ligne étant d'après 
le n** 84 proportionnels à 

da ■• da da' da * da da^ da ^ da da' 

la trajectoire (8) sera orthogonale si la condition de perpendicu- 
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larité constante de cette tangente et de la direction (^, r^, 2^) est 
remplie, c'est-à-dire si Ton a, quel que soit a, 

(ç dx dy r ^^\ ^* _ 

^d^'^'^^ti'^^dàj^lût^''' 

car Téquation (7) réduit à i le coefficient de -t-> et le résultat de 
sa differentiation (par rapport à a), 

t d\ <iri ^ dX, 

annule celui de t. On obtiendra donc toutes les trajectoires ortho- 
gonales en prenant pour t, dans les équations (8), toutes les déter- 
minations de rintégrale indéfinie 



(.0) . = -/($ 



dx dy ^ dz\ 



da da da ] 

On notera les particularités suivantes : 

I. Le segment découpé sur la droite (6) par deux trajec- 
toires déterminées quelconques conserve une longueur con- 
stante. 

Car si t|, t^ sont les déterminations correspondantes de t, et C 

quelque constante, la formule (10) donne ta — t| == C, d'où les 

équations 

Xt — Xi Yj — Yi Z] — Zi 



i ^ " ; 



= c, 



chacun des rapports représentant la valeur du segment en ques- 
tion. 

II. Si la droite (6), restant parallèle à elle-même, est la généra- 
trice de quelque cylindre (144, i/i/.), S, tq» ^C sont des constantes, 
et la même formule se réduit à 

t = — (Îjr-t-T,^-{-î;^)-l-C, 

moyennant quoi et la relation (7), les équations (8) des trajec- 
toires, ajoutées membre à membre après multiplication par Ç, i\j s 
respectivement, donnent simplement 

(11) ÇX-|-r.Y-4-îZ = C, 

équation de quelque plan perpendiculaire à la direction invariable 
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de la droite (6). Ici donc, les trajectoires se réduisent aux sec- 
tions du cylindre ci-dessus mentionné par tous les plans (i i) 
perpendiculaires à ses génératrices. 

III. Quand le cylindre dont nous venons de parler n'est qu'un 
simple plan, les plans (i i) le coupent suivant des droites perpen- 
diculaires à la direction invariable des droites. Les trajectoires 
orthogonales de droites parallèles dans un même plan sont 
donc toutes leurs perpendiculaires situées dans ce plan. 

IV. Si la droite (6) passe sans cesse par un point fixe ^r©, ^o> 
Zqj cas auquel elle est la génératrice de quelque cône ayant ce 
point pour sommet (146, inf,)^ on peut prendre x = Xo? y =yo^ 

z=:Zo, d'où -j- = ~ = -r- =o. La formule (lo) donne alors 

t = C, et les équations (8) de la trajectoire deviennent 

Eu les ajoutant membre à membre après les avoir élevées au 
carré, on trouve 

équation d'une sphère de rayon indéterminé, mais de centre 
fixe (j:©, ^oî ^o)' Maintenant donc, les trajectoires se réduisent 
aux lignes sphériques sections du cône, lieu de la droite^ par 
les sphères ayant son sommet pour centre. 

V. Quand le cône ci-dessus (IV) se réduit à un plan, les 
sphères (12) le coupent évidemment suivant des circonférences 
de même centre (a:©, yoj ^o)« Les trajectoires orthogonales de 
droites rayonnant dans un plan, dUin même point fixe, sont 
donc les circonférences de ce plan qui ont le point considéré 
pour centre commun. 

130. La recherche des lignes de plus grande pente d'une sur- 
face donnée est un autre cas particulier du problème des trajec- 
toires orthogonales d'une ligne à un paramètre. On nomme ainsi 
des lignes tracées sur elle, de manière que la tangente à chacune 
soit celle des tangentes à la surface au même point (78) qui fasse 
l'angle minimum avec la verticale. 
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Cette défînition montre immédiatement que la tangente à une 
ligne de plus grande pente doit être perpendiculaire à l'inlersec- 
tion du plan tangent à la surface au même point par le plan 
horizontal, c'est-à-dire (88) à la tangente à la section de la sur- 
face faite par ce dernier plan. Les lignes de plus grande pente 
sont donc les trajectoires orthogonales des sections de la surface, 
faites par tous les plans horizontaux, sections portant le nom de 
lignes de nû^eaii. 

En prenant l'axe des z vertical, les équations générales des lignes 
de niveau sont évidemment 

f{x,y, z) = o, 
z — a = o, 

équations de la surface et du plan horizontal de hauteur indéter- 
minée a au-dessus du plan des xy- Pour avoir les équations des 
lignes de plus grande pente, il suffira donc d'appliquer à celles-ci 
la méthode générale indiquée pour le système (i). 

131. La ligne (i)a aussi des trajectoires obliques, lignes cou- 
pant toutes les positions de la première en des points où les deux 
tangentes forment un angle donné V non droit, qu'on nomme 
Vangle des deux lignes. Ce calcul se fait de la même manière que 
pour les trajectoires orthogonales, à cela près qu'il faut substituer 
à l'équation (4) celle exprimant que le cosinus de l'angle des 
deux tangentes est égal, non à zéro, mais à cosV. Rien n'est plus 
facile, parce que ce cosinus est représenté par une fraction ayant 
pour numérateur le premier membre de l'équation (4) et pour 

dénominateur le produit y/Ax4- • • • X i/(-i^) -^ Mais la 

présence de ces radicaux dans le second membre de la même 
équation complique singulièrement l'intégration. 

132. Il y a pourtant un cas extrêmement facile ; c'est celui où la 
ligne (i) se réduit à une droite de direction invariable. 

Pour la représenter, nous reviendrons aux équations (6) en y 
faisant indépendants de a les cosinus directeurs Ç, r,, Ç, ce qui 
réduit à zéro les derniers termes des trinômes (9), en supposant 
en outre pour plus de simplicité que le point {x, y, z) appartient 
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à l'une des trajectoires orthogonales trouvées ci-dessus à cette 
droite, c'est-à-dire à quelque section droite du cylindre engendré 
par elle (129, II). On aura donc ainsi, quel que soit a, 



g <lx dy Y ^^ — 

' da * ~da da 



et, pour le cosinus de l'angle formé par la tangente à la trajectoire 
oblique cherchée avec la droite mobile, on trouvera facilement 
réimpression 



di ^ / /dxy I dy \* / dz ^ 



di / f'ds y / (/l\ 



di , ; I ds Y I dt\ 
da ' y \ da ) \ da J 



en appelant s l'arc de la section droite du cylindre (20). 

En égalant cette expression à cos V, on obtient l'équation diffé- 
rentielle déterminant t, et devenant immédiatement 

^ V di , -, ds 

(i3) -,- = =hcotV . --, 

da da 

d^OÙ 

(lî) t = =bC0tV.5-hC, 

et l'on notera que, d'après les équations (8), t représente la 
longueur algébrique du segment de la génératrice mobile du 
cylindre, compris entre la section droite considérée et la trajec- 
toire cherchée. 

U équation (i4) ramène immédiatement la recherche des 
trajectoires à la rectification de cette section droite. 

Elle montre que,/?a/' chaque point du cylindre, on peut faire 
passer deux trajectoires, que toutes celles fournies par une 
même détermination du signe ambigu sont superposables les 
unes aux autres, par desimpies translations exécutées parallè- 
lement aux génératrices du cylindre, puis enfin que ces mêmes 
trajectoires sont, par rapport au plan de la section droite, les 
lignes symétriques de celles fournies par Vautre détermi- 
nation. 

Pour C = o, l'équation (i4) donne les deux trajectoires passant 
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par Torigine des arcs de la section droite et montre qu'd partir 
du plan de celle-ci, elles marquent sur la génératrice du 
cylindre les extrémités de deux segments dUine même lon- 
gueur proportionnelle à Varc de la section. 

Comme enfin, pour l'arc i^ de la trajectoire, il vient immédia- 
tement 

en vertu de l'équation (i3), ou bien encore 

ds I ds 



d'où 



da sinV da 



1 

sin V 



si l'origine de t coïncide avec celle de 5, et si ces deux arcs 
croissent ou décroissent en même temps, Varc de la trajectoire, 
comme le segment de la génératrice^ est encore proportionnel 
à Varc correspondant de la section droite. En résumé, de leur 
origine commune à une même génératrice, les longueurs de 
Varc de la section droite, de celui de la trajectoire et du 
segment découpé sur la génératrice par ces' deux lignes sont 
constamment les côtés d'un triangle rectangle ayant égal (ou 
supplémentaire) à V son angle aigu adjacent à ce dernier 
côté. 

Ces trajectoires se nomment les hélices d'inclinaison V tracées 
sur le cylindre dont nous avons parlé; pour V = 90", et à cause 
det= C, elles se confondent avec ses sections droites; pourV^o, 
les formules (i3) et suivantes sont illusoires, circonstance mon- 
trant qu'il n'existe alors aucune trajectoire pour laquelle t puisse 
être une fonction de a. Mais il est évident, et on pourrait le con- 
stater catégoriquement en employant pour la droite mobile la 
représentation du n^ 127, que les trajectoires sont alors les 
diverses positions prises par cette droite elle-même; les généra- 
trices d'un cylindre peuvent donc à un certain point de vue être 
regardées comme en étant des hélices. 

En appliquant les considérations précédentes à un plan envi- 
sagé comme un cylindre ayant une section droite rectiligne, on 
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retrouve immédiatement que des droites parallèles formant une 
famille plane ont (Vautres droites parallèles dans le même 
plan pour trajectoires obliques d'inclinaison quelconque. 

133. Les hélices proprement dites sont celles des cylindres de 
révolution (144, 172, inf,). En appelant /• le rayon d'un semblable 
cylindre dont Taxe coïncide avec celui des z^ on aura Ç = t, =o 
et JJ = -f- 1, par exemple; les équations de la section droite, sup- 
posée dans le plan des xy^ pourront être (26) 

iF = rcosa, ^ = rsina, ^ — o, 

d'oii5 = /'a, en prenant le point (r, o,o) pour origine des arcs et les 
supposant croître tous deux avec a, angle formé avec la partie 
positive de l'axe des x par la demi-droite allant de Torigine au 
point {Xy y^ o), puis t = d= cot V. /a H- C. Les hélices d'inclinai- 
son V auront donc les équations 

(i5) a?=rcosa, j' = /'sina, ^ = zh cotV./-a -f- G 

montrant immédiatement qu'«//ie simple rotation autour de 
Vaxe du cylindre suffit encore pour superposer deux d^ entre 
elles appartenant à la même détermination du signe ambigu. 

De cette observation et du numéro précédent, il résulte qu'on 
peut réaliser la superposition de ces deux hélices en faisant 
coïncider un point arbitrairement choisi sur la première avec 
un point arbitrairement choisi sur Vautre. Il suffit effective- 
ment, pour cela, de faire tourner la première jusqu'à ce que le 
point marqué sur elle vienne sur la génératrice passant par le 
point marqué sur l'autre, puis d'imprimer à la première une 
translation amenant le premier point à coïncider avec l'autre. 

D'où cette propriété de l'hélice, de pouvoir être réappliquée 
sur elle-même en assurant la coïncidence de deux points arbi- 
trairement placés sur elle, c'est-à-dire de pouvoir indéfiniment 
glisser sur elle-même. C'est la base des applications de cette 
ligne aux Arts mécaniques. En supposant les parties positives des 
axes tellement dirigées, qu'un observateur ayant ses pieds à l'ori- 
gine sur le plan des^r^, sa tête sur la partie positive de l'axe des ^, 
voie s'effectuer dans le sens direct (87**) le mouvement d'un point 
de la section droite pour lequel a croît sans cesse, le signe 4- dans 
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les équations (i 5) (avec cotV > o) donne des hélices dites dextror- 
sum; le signe — donne des hélices dites sinislrorsum, 

134. Des trajectoires obliques se présentent encore dans l'Art 
nautique. Les moyens pratiques dont disposent les marins pour 
régler la marche d'un navire imposent au bâtiment la nécessité 
de décrire des arcs successifs de loxodromies, lignes coupant 
chacune sous un même angle donné tous les méridiens terrestres 
qui constituent évidemment une famille à un paramètre. En con- 
séquence, les cartes marines sont construites de manière que 
toutes les loxodromies de la sphère terrestre y soient représen- 
tées par des lignes droites conservant leurs angles. 

13o. Une famille de surfaces à un paramètre, 

(i6) fKx.y, z, a)=o, 

admet toujours pour trajectoires orthogonales une infinité de 
lignes dont les équations générales contiennent deux para- 
mètres indéterminés. 

Si les formules (2) s'appliquent aux coordonnées d'un point 
(X, Y, Z) pris sur la surface (16), on aura d'abord à cause de 
cela 

(17) /(\, Y, Z, ^) = o, 

quel que soit a, puis (84), (H8), 



08) 



pour exprimer qu'au point considéré la tangente à la ligne (2) 
coïncide en direction absolument, par suite, avec la normale 
à la surface (16). Les trajectoires cherchées dépendent donc de 
l'intégration du système mixte (376*) à la variable indépen- 
dante a, aux fonctions inconnues X, Y, Z, que forment les équa- 
tions (17), (18). 

Ce système comprenant une équation finie (17) et deux équa- 
tions différentielles du premier ordre (18), ses intégrales renfer- 
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meront deux constantes arbitraires, constituant les paramètres 
indéterminés assignés à la trajectoire par notre énoncé. Par 
chaque point de Tespace, passent ainsi au moins, non seulement 
une des surfaces (i6), mais encore une de leurs trajectoires. ' 
Par exemple, toutes les sphères de même centre fixe forment 
une famille de surfaces à un paramètre dont les trajectoires sont 
les droites issues de ce centre commun (140, inf.). 

136. Dans le cas intéressant où la surface (i6) se réduit à un 
plan, enveloppant généralement ainsi quelque surface dévelop- 
pable (150, inf.)^ nous emploierons ses équations du troisième 
mode (7), 

où j9, q sont les variables auxiliaires, et x^ y, z, Ç', t)', Ç', Ç", y/', ^" 
neuf fonctions données du paramètre a; et nous aurons avan- 
tage à supposer que les six dernières représentent les cosinus des 
angles formés avec les axes, par les directions de deux droites 
rectangulaires situées sans cesse dans le plan mobile, que Ton a 
ainsi, quel que soit a^ 

Comme ci-dessus (129), la question revient à trouver pour/?, q 
deux fonctions p, i) de a, telles, que leur substitution change les 
équations (19) en celles d'une ligne, dont la tangente, caractérisée 
par les quantités 

(ai) — -+-£'^ H-r-^ -f-p^^' -^û -'-» ^-^-f- ---h,, 

da da da da du da ' ' ' ^ da ' ' '' 

soit perpendiculaire aux deux directions (S', r/, !J'), ($'', t/', ^") à 
la fois. £n égalant à zéro les sommes des produits de ces quantités 
j)ar S', y/, Ç' et par ç", y^", ^'\ en tenant compte des relations (20) 
et de celles fournies par la diBTérentiation des extrêmes, 

M cil' ,dr; ^, < _ yn ^r " ^^'' Y" ^^' _ 
^ dà^''' 'da "^ ^ da~^ da^''' da "" ^ da"""' 

M. - IV. 8 
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il Vient les deux équations diflerenti elles 

' Wa ' da '^^ dal da"^^^ dâ ' ^* da "" ^ da.r^''' 

J [„dx dy ^dz\ du 1% dt' , ,. «/V . r. <\-_„ 

( i' dà-^'- da-^^ di}- da-X: di^^' d^^^ da}*-'*' 

à intégrer pour avoir p et l|. Les expressions générales de ces 
fonctions de a renferment ainsi deux constantes arbitraires, comme 
nous le savions déjà (135). 

A cette solution générale, nous ajouterons les observations par- 
ticulières qui suivent. 

1. Les traces de deux trajectoires déterminées quelconques 
sur le plan mobile (19) conservent une distance mutuelle con- 
stante. 

Si Pi, i)i et P2) 42 sont les paires de déterminations de p, i) qui 
ont fourni les deux trajectoires en question, les équations (22) 
donnent immédiatement 

d'où, en ayant égard à 

V" da^^ da}^ *^' 

équation médiane du groupe (9.0) différenliée, 

^'**~''^^ da -^("«-^O da = ^' 
puis, en intégrant et représentant par G quelque constante, 

En appelant donc (X,, Y^, Z,), (Xg, Y2, Z2) les fonctions de a 
fournies, pour les coordonnées courantes des deux trajectoires, par 
la substitution k p^ q dans les équations (19), des paires de déter- 
minations correspondantes de p, H, et, tenant compte des rela- 
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lions (''io), (23), on trouve facilement 

(24.) (X,-X,)«-+-(Y,-YO«-f-(Z,-ZO«=G, 

ce qu'il y avait à constater. 

Il en résulte immédiatement que tout groupe déterminé de 
trajectoiresy toute surface lieu d^une tribu de ces lignes, 
coupent le plan mobile (19) suivant une figure demeurant 
sans cesse superposable à elle-même. 

IL Quand le plan (19) reste parallèle à une droite fi\e, on peut 
prendre pour Ç', r/, X^ les cosinus constants de celte direction; et, 
comme les dérivées par rapport à a, des coordonnées courantes 
-X;, ZT, ^ d'une trajectoire donnée sont les expressions ('^^i), la 
première des équations (22) peut s'écrire 

^ -cû^'^ -da-^^ S«==^' 
d'où, en intéiçrant, 

ç "V- — T^ .^ -~- ^ Àc — Ut 

puisque ?, v)', XI sont des constantes. 

Toutes les trajectoires sont donc des lignes planes, dont les 
plans sont perpendiculaires à la droite fixe à laquelle le plan 
mobile reste parallèle. 

lil. Quand il reste parallèle à un plan fixe, il jouit de la même 
propriété relativement à deux droites fixes prises dans ce dernier; 
par suite (II), chaque trajectoire est rinlersection de deux plans 
respectivement perpendiculaires à ces droites, c'est-à-dire une 
droite perpendiculaire au plan fixe considéré. 

IV. Quand il passe sans cesse par un point fixe (xo, yo, <So)» 
on peut supposer, quel que soit rt, j:=a:o, JK =.Xoî ^ = ^o? 

d'où -j- ^= j = -/ =0, et, les équations (22) étant satisfaites 
da da da ' ^ ' 

alors par p = q r=o, la relation (2^) donne 

Toute trajectoire est donc une ligne sphériquc dont la 
sphère a {xo,yo, Zo) pour centre. 

137. Réciproquement, les surfaces (16) à un paramètre sont 
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évidemment des trajectoires orthogonales, relativement aux lignes 
à deux paramètres que nous venons de leur trouver pour trajec- 
toires orthogonales linéaires. Mais une famille de lignes à deux 
paramètres n'a pas toujours des surfaces trajectoires orthogo- 
nales, ce que nous allons constater en traitant la question'suivante. 

Une ligne à deux paramètres «, b étant donnée par les 
équations 

(•>.5) X=r:<p(;, a, ^»), Y = -^/(^{t, a, b), Z = ^{t,a,b\ 

ou t désigne la variable auxiliaire^ propre au troisième mode 
de représentation, et o, y^, ^^ trois fonctions données de /, a, è, 
lui trouver, quand il en existe, des surfaces trajectoires 
orthogonales. 

Après avoir noté que la tangente à cette ligne fait avec les axes 
des angles dont les cosinus sont proportionnels à 

^'^^ dt' dV -di' 

substituons à t une certaine fonction de a, b^ que nous représen- 
terons par t. Les équations (a5) deviennent 

(27) X = cp(t, a, b), Y = yXU a, b), Z ^- ^{X, a, b) 

et représentent maintenant une surface aux variables auxiliaires 
rt, 6, dont le point répondant à des valeurs particulières données 
(le CCS variables coïncide évidemment avec celai qu'on obtient sur 
la ligne (25) en prenant ^ = t. 

D'ailleurs (H8, III), les cosinus directeurs de la normale à 
cette surface au point considéré sont proportionnels aux détermi- 
nants (', m, a des trois paires de colonnes du tableau 

d^ di do ây dX d/ d^ dX d^ 
Oi da da àX da da OX da Oa 

ào dX do à/ dX ây^ d^ dX à<^ 
dX db "^ ôb' 'dX db "" ~db ' ~ÔX ~db "^ 'ôb' 

Par suite, pour que la ligne (aS) et la surface (27) se coupent 
toujours orthogonalement, il faut et il suffit que, pour f := t, 
les quantités (26) soient proportionnelles à f, m, m, quels que 
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soient a, 6, ce qui donne facilement les relations 



(28) < 



IV <^W '"\ài/ \ài/ jda'^lot da'^ ai da ôi âa] 

{ l\dt ) ^\dtj \dtj ] db loi db dX âb ai Obj 

Ce sont les équations dont dépend le calcul de la fonction t 
et par suite celui des trajectoires cherchées. Comme elles con- 
stituent un système dVquations différentielles totales à deux 
variables indépendantes a, 6, elles n'ont pas nécessairement des 
intégrales (380*, II, III). En conséquence, ie problème dont 
nous nous occupons n'est pas toujours résoluble. 

Cependant les surfaces trajectoires existent dans Tun ou l'autre 
des cas suivants. 

I. Quand le système (fi8) est passif (297*), (299*), c'est- 
à-dire quand on a, quelles que soient a, 6, t considérées comme 
trois variables indépendantes, la condition de passivité 



(•^9) 






où (tt), (ta), (tè) représentent, pour abréger, les expressions entre 
crochets dans ces équations. 

Il existe alors une intégrale générale renfermant une constante 
arbitraire (383*) et, par suite, une infinité de surfaces trajec- 
toires, dont V équation générale contient ce paramètre unique. 
Par chaque point de l'espace on peut faire passer une au moins 
de ces surfaces. 

II. Quandy même non passif le système (28) admet quelque 
intégrale exceptionnelle (297*), (380*), (405*), les surfaces 
trajectoires sont alors isolées, et leur ensemble ne forme plus une 
famille. 

Il n'y a pas lieu de discuter les intégrales singulières que les 
équations (28) pourraient admettre; car une intégrale de cette 
sorte (288*), soit en donnant (tt) = o (2S0*, III), d'où 

^t ^ "5t "^ "iSf ^ *^' 
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puisqu^il s'agit de quanlilés réelles, soit d\ine autre manière, ne 
pourrait correspondre qu'aux points singuliers des lignes (aS), 
que nous avons rigoureusement exclus de toutes nos théories. 

138. Le cas où la ligne variable considérée est toujours droite, 
formant par Tensemble de ses diverses positions ce que l'on 
nomme une congruence, mérite une attention spéciale. On peut 
alors supposer aux équations (26) les formes, linéaires en ^, 

où x^ y^ Zy Ç, 7), Ç sont des fonctions données de a, 6, dont la 
nature dépend des circonstances, et dont les trois dernières sont 
les cosinus directeurs de la droite. 

Comme on a ainsi, quels que soient a, 6, 

d'où 

il reste 

/oov /. > ^^ dy ^ dz ,, ^dx dy ^dz ,^^^ 

et les expressions entre crochets dans les équations (28) ne ren- 
ferment plus la fonction inconnue t. 

La condition de passivité, ne pouvant ainsi la contenir, ne peut 
être transformée en une équation identique entre a et 6 par la 
substitution à t d'aucune fonction de ces deux variables, et aucune 
intégrale exceptionnelle ne saurait exister (405*). 

Si donc il y a une seule trajectoire y la condition de passi- 
vité, devenue condition d'intégrabilité, est remplie (î208*), et 
il en existe nécessairement une infinité d^ autres. 

Le calcul des trajectoires s'abaisse à l'intégration de la di(Té- 
rentielle totale exacte 

(34) di^ —(ia)da-'(ib)db, 

aux deux variables a, é. 

Ici la condition d'intégrabilité (2()) se simplifie beaucoup, car 
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les relations (33) la réduisent à 

d(ta) d(tb) [dx d\ dy dr, dz dX, 

. ^ . - , db da 

( >)) 



(dœ d\ dy dr^ dz dX,\ 

da db da db ' da db / 

/ dx û?Ç dy dri dz û^Ç \ _ 

\db da db da db da] ' 



(quels que soient «, é). 

139. Il résulte encore de la nature particulière de la question, 
que deux quelconques des trajectoires découpent sur toutes 
les droites (3o) des segments de même longueur. Car si t|, t^ 
sont les déterminations de t qui correspondent aux deux surfaces, 
Féqualion (34) montre immédiatement que t2 — t, est indé- 
pendante de a, 6. Or, en vertu des équations (27) ayant ici la 
forme (3o), cette différence est égale à 

Xj — Xj Yj — Yt Zj — Z| 



î 1 c 

valeur du segment intercepté par les deux trajectoires sur la droite 
courante de la famille considérée. 

Nous n'insisterons pas sur les propriétés générales d'une con- 
gruence de droites douées de trajectoires orthogonales; ce sont 
évidemment celles des normales à une même surface, dont nous 
rencontrerons la principale à la fin du Chapitre VIII {in/,). 

140. Quand la droite (3o) passe sans cesse par un point 
fixe (.To, j^oi 2o)> on peut supposer x = a:o, y^zy^, js = Zo, 

d, , dx dy dz dx 1 * .^ i r\ 

OU -T- ^= -^ =1 — = -— z= , , . = Oj quels que soient a, 0. Un 

voit immédiatement alors, que la condition essentielle (35) est 
satisfaite, puis que les relations (33) réduisent l'équation (3^) 
à rft = o, d'où t = C, moyennant quoi les équations (3o) donnent 
facilement pour les trajectoires 

Ces sur/aces sont donc toutes les sphères qui ont (xq, j^'o? ^0) 
pour centre commun. 

Quand la même droite reste parallèle à elle-même, on recon- 
naîtra, plus facilement encore, que les trajectoires se réduisent 
aux plans perpendiculaires à cette direction {Cf. 136, III). 
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141. La position de la normale à une surface donnée dépend 
de deux paramètres, par exemple des deux variables auxiliaires 
en fonction desquelles les coordonnées de son pied peuvent être 
exprimées; mais, comme nous venons de le voir, un faisceau de 
droites à deux paramètres ne peut pas toujours être considéré 
comme l'ensemble des normales à quelque même surface; il faut 
pour cela que l'idenlilé (35) ait lieu. Le théorème suivant, dû aux 
recherches de Malus, Du pin, Slurm et Gergonne, et très utile en 
Optique, assigne un cas remarquable où il en est ainsi. 

Des rayons lumineux se propageant dans un milieu isotrope 
liomogène, normalement à une même surface^ puis se réfrac- 
tant suivant les lois de Descartes dans un autre milieu de 
même nature, séparé du premier par une surface quelconque 
{ou bien se réfléchissant sur un miroir quelconque), restent 
normaux à quelque autre surface. 

Désignant par ç^ , v^ les vitesses absolues de la lumière dans les 
milieux où cheminent respectivement les rayons incidents et les 
rayons réfractés, nous nommerons 

les coordonnées du point d'incidence du rayon correspondant aux 
valeurs a, b de ses deux paramètres, moyennant quoi, en considé- 
rant a, b comme des variables auxiliaires, ces équations repré- 
sentent précisément la surface de séparation des deux milieux, ou 
lentille. Nous nommerons ensuite Ç, t^, Ç les cosinus des angles 
formés avec les axes par la direction de la normale à la lentille 
îiUant de son pied à Tinfini dans le premier milieu, puis ?«, r,,, Ç| 
les mêmes cosinus pour la direction du mouvement de la lumière 
sur le rayon incident de même ^Df'erf (point d'incidence), puis enfin 
$2) ^2) ^2 Igs cosinus analogues pour celle du mouvement de la 
lumière sur le rayon réfracté. 

Les cosinus $,r,, JJ étant proportionnels aux déterminants diffé- 
rentiels ^, m, 11 des trois fonctions ©, -j^, d< associées deux à deux, 
on a d'abord, quels que soient a, 6, 

/o/îv r ^^ dy ^ dz y dx dy ^ dz 

L'existence de quelque plan contenant à la fois la normale à la 
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lentille, le rayon incident de même pied et le rayon réfracté, 
assure ensuite celle de la relation 



(37) îi Ta Çi =0. 

La proportionnalité des sinus des angles d'incidence et de 
réfraction aux vitesses absolues de la lumière dans les deux mi- 
lieux donne facilement enfin 

De Téquation (37) on tire immédiatement 
et aussi bien 

Si Ton avait, quels que fussent a, 6, 

le rayon réfracté serait situé sur la même droite que le rayon inci- 
dent, et, ou bien, celui-ci serait sans cesse normal à la lentille, ou 
bien aucune différence optique n'existerait entre les milieux. En 
exceptant donc ces deux cas sans intérêt, où d'ailleurs le dispo- 
sitif de notre énoncé est évident, la non-nullité simultanée des 
trois déterminants (^î) exige qu'en considérant comme des 
inconnues les déterminants entre parenthèses dans les équa- 
tions (39), (4o)î ces deux systèmes aux mêmes coefficients four- 
nissent pour eux des valeurs respectivement proportionnelles. 
Cette proportionnalité combinée avec la relation (38) donne 



— > 



et les circonstances physiques du phénomène, consistant en ce que 
le prolongement du rayon incident au delà de son pied et le rayon 
réfracté se trouvent toujours du même côté de la normale à la 



12'2 QUATRIÈME PARTIE. — APPLICATIONS QÉ0MÉT11IQUE8 CLASSIQUES. 

lentille dans le plan de ces trois droites, montrent facilement 
qu'il faut adopter le signe -h (pour la réflexion, il suffirait de 
prendre ro^- r, et d'adopter le signe — ). Cela fait, l'égalisation 
des trois premiers rapports au dernier conduit immédiatement à 

K étant une certaine fonction de a, b. 

Si maintenant on représente par [o] le premier membre de la 
condition (35) et par [i], [2] ce qu'il devient quand, à Ç, 7;, Ç, 
on snbstitue d'abord ^i, tji, !^i, ensuite ç-i, r^i, !^2? on trouvera, 
en vertu des relations (36) et ( isi), 

(4'M -[1]-- [2]- K[ol. 

On a, d'autre part (138), 

[o] = o, 

parce que Ç, T^, ^ sont les cosinus directeurs de la normale à 
(juelque surface (la lentille), puis 

[i]=o, 

parce que le rayon incident est supposé demeurer sans cesse 
normal aussi à une certaine surface; il reste donc 

ce qui démontre notre théorème. 

Voici une remarque fort intéressante à lui ajouter. En appe- 
lant Xi^ yt, zi les fonctions de a, b représentant les coordonnées 
du pied du rayon incident sur une onde incidente, c'est-à-dire sur 
Tune des surfaces auxquelles il demeure normal dans le premier 
milieu, et pi la longueur absolue du chemin que la lumière par- 
court sur ce rayon, en passant de l'onde incidente à la lentille, 
on a 

^ — ^l^-$tpl, J^— ri=TQlPlt -5— ^I=Ç!Pli 

d'où, en diflerentiant par rapport à a, ajoutant membre à membre 
après multiplication par ii,Trii, Ç| et ayant égard aux relations (3 1), 
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(3:>), (36) pour l'onde incidente 

d^\ _> dx dy ^ dz 

'dâ"^' dâ'^^^^'da'^^' da 

En représentant encore par 02 la longueur du chemin parcouru, 
sur le rayon réfracté, par la lumière passant de la lentille à une 
onde réfractée déterminée, on trouve de la même manière 

^ "~'"^* rfa""^* 5â""^* ~da 

Si maintenant on ajoute membre à membre ces deux formules 
divisées par i^i, r^, et si Ton combine le résultat avec celui de 
l'addition membre à membre des relations (4^) multipliées 

par^-j -^> -y^> il reste, en tenant compte de la première des 

équations (36), 

et de même 

db\vx p,/ 
D'où l'on conclut, en intégrant par rapport à a, 6, 

Pi + P-' = C. 

Ku d'autres termes, il y a pour tous tes rayons le même 
nombre de longueurs d^ ondulation entre une onde incidente 
et une onde réfractée ^ ce que l'on exprime encore en disant que, 
d'une onde incidente à une onde réfractée, la lumière parcourt 
sur deux rayons quelconques des chemins optiquement équiva- 
lents, 

142. La condition, pour une ligne trajectoire, de rencontrer 
sans cesse une ligne dépendant d'un seul paramètre, lui impose la 
condition évidente d'être située tout entière sur la surface engen- 
drée par la seconde, impose par suite à sa tangente celle d'appai-*- 
tenir au plan tangent à cette surface (88). En chaque point de la 
ligne mobile, on parachève donc (sauf ambiguïté) la détermina- 
tion de la tangente à la trajectoire, en Tassujeltissant à faire un 
angle donné, même non droit, avec celle de cette ligne mobile, 
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et c'est ce qui permet, comme nous Pavons expliqué au n° 131, 
de former les équations de ces trajectoires obliques. Mais, pour 
une surface à un paramètre, il n'en est plus ainsi, parce que la 
tangente à la ligne trajectoire que l'on voudrait chercher est 
laissée, non pas dans une simple ambiguïté, mais dans une indé- 
termination véritable, par la condition unique de faire un angle 
donné non droit avec le plan tangent construit au même point de 
la surface. Pour faire naître des trajectoires obliques, il faudrait 
compléter la détermination de la tangente en chacun de leurs 
points par quelque condition accessoire, comme serait par exemple 
celle de rester parallèle à un plan fixe. 

Une observation du même genre est applicable au problème des 
surfaces trajectoires obliques d'une ligne à deux paramètres. 

Mais la propriété normale que nous avons fait intervenir au 
n" 12G n'est au fond, pour les droites et plans tangents qu'elle 
concerne, que celle d'être conjugués en directions par rapport à 
toute sphère; si donc, au lieu de cette disposition mutuelle nor- 
malCf on leur imposait celle d'être aussi conjugués relativement 
à toute autre surface du deuxième degré à centre donnée, les 
mêmes calculs conduiraient à d'autres figures trajectoires dont 
les propriétés seraient une généralisation de celles des trajec- 
toires orthogonales. 

Par l'emploi du même moyen, on élargirait dans le même sens 
les propriétés de la normale, du plan normal et aussi du cercle 
osculateur, de la droite et de la surface polaires, de la sphère 
osculatrice, des développées, des lignes de courbures, etc., etc., 
dont nous aurons successivement à parler. Cette observation nous 
paraît aider à bien apprécier la nature spéciale du rôle dominant 
(jue ces diverses figures jouent dans toute la Géométrie. 



CHAPITRE VI. 



PROPRIETES SAILLANTES DES SURFACES USUELLES. 



Cylindres et côûes. 

143. Dans le voisinage de son point de contact, le plan tan- 
gent à une surface se confond avec elle à un infinimenl petit du 
second ordre près (74). Celle propriété, combinée avec la simpli- 
cité extrême et la constance de la forme du plan, assigne au plan 
langent d'une surface le premier rang parmi les éléments acces- 
soires dont la discussion procure la conception nette de sa con- 
figuration. A cela, il faut ajouter la capacité, pour la vue et le 
loucher, de percevoir immédiatement l'existence d'un contact, 
la quasi-impossibilité, au contraire, d'apprécier s'il passe le pre- 
mier ordre; c'est pourquoi le plan langent, comme la plus simple 
des génératrices possibles, joue un si grand rôle dans l'étude des 
surfaces et dans leur classificalion. 

Les surfaces qui interviennent le plus souvent dans les recher- 
ches théoriques et aussi bien dans toutes les applications de la 
Géométrie sont naturellement^ celles qui admettent comme géné- 
ratrices les lignes les plus simples, savoir la droite ou la circon- 
férence, et dont nous allons étudier les principales. 

144. Un cylindre est toute surface admettant pour généra- 
Irice (14) une droite restant, pendant son mouvement, sans cesse 
parallèle à quelque droite fixe donnée; de là résulte la propriété 
d'une pareille surface, si utile dans les Arts de construction, de 
rester en coïncidence avec elle-même, après toute translation 
subie parallèlement à cette droite fixe. 

Le plan est une variété du cylindre, et la plus simple de 
toutes. 
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En appelant 

Pi> Qii ï^i» 

Pî, Qî» Ri 

six constantes dont les délermînants /?, q^ r peuvent servir de 
paramètres de direction à ]a droite fixe donnée, les équations 
générales d'une droite parallèle à la direction (p^ </, r), mais à 
un seul paramètre a, sont évidemment de la forme 

( Pja: -h Qî^H- Rî-3 -+- Si= o, 

où S|, Sa sont des fonctions données de a. 

L'équation générale des cylindres dont les génératrices sont 
parallèles à la même direction est donc de la forme 

(I) F(P,ar-hO,^-hR,-5, Pj^H-Qt^'- RtiJ)-o, 

où F est une composante à deux variables, dont la nature dépend 
de celles des deux fonctions S«(a), S2(a) réglant le mouve- 
ment de la génératrice. Réciproquement, toute équation de cette 
sorte représente évidemment un cylindre ayant ses^ génératrices 
parallèles à la direction (/>, q, r). 

145. Le premier membre /(j:-, y, z) de Téquation (i), c'est- 
à-dire la fonction la plus générale qu'il faut égaler à zéro pour 
avoir l'équation d'un pareil cylindre, satisfait à une équation 
linéaire aux dérivées partielles qu'il est facile d'obtenir. Car, en 
appelant //, ^, pour un instant, les fonctions simples linéaires 
dont le premier membre est fonction composée, il vient immédia- 
tement 

dx du àv 

df ., S? _ d? 

dr^^'àH^^'-à^' 

d'où, en mullipliant par p, q, r et ajoutant membre à membre, 

df df df 

Cette équation exprime évidemment (72) qu'orw point quel- 
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conque {Xj y, 5), le plan tangent au cylindre est parallèle à 
la direction invariable de toutes ses génératrices. 

Son intégrale générale peut être calculée par la méthode de 
Jacobî (71***), et reproduit l'équation (1). Effectivement, les équa- 
tions différentielles totales auxiliaires qui peuvent ici être écrites 

df dr _ dy _ dz 

dx ' p q r 

ou bien évidemment encore 

dx 
conduisent immédiatement par intégration à 

/= C, ?,x-^ Q,7 -r- K,z =- C, \\x + ii^y ^ W^z r-. C2, 
d'où Téquation intégrale générale 

<lonl la résolution fournit bien poury quelque fonction composée 
des trinômes linéaires P| ^ -f- . . . , Pa^ -r . . . • 

En supposant -^ i^f o et, par suite, z fonction olotrope de Xjy, 

cette coordonnée satisfait évidemment à Téquation de même 
nature, mais non homogène, 

dz dz 

qu'on déduit de l'équation (2), en la divisant par ^, puis sub- 

dz dz . df df ^ df df 

stituant :7- et -r- a -T- : — -r- et -, - ; - -,- • 
dx dy dx dz dy dz 

146. Un cône est une surface dont la génératrice est une droite 
passant sans cesse par un point fixe nommé son sommet; d'où 
cette propriété : un cône coïncide avec toute surface lui étant 
ho mo thé tique par rapport à son sommet. 

Le plan est la plus simple variété du cône. 

Si ^ojJKoî ^0 sont les coordonnées du sommet et 

Pi, Qi, Bi, 
Pïî Qî» Rî 
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six fondions données du paramètre a, dont les déterminants p^ 
r/, /' ne sont pas tous identiquemenl nuls, les équations générales 
de la génératrice sont de la ibrme 

qu'on peut encore écrire 

p ~ cj ~ r ' 

L'élimination, entre ces deux équations, du paramètre «, y 
entrant par les fonctions /?, q^ /', donne pour l'équation générale 
des cônes de sommet donné (jr©, y^^ Zq) 

\Z — Zq X — - Xf^ J 

ÏVl , On remarquera que, sur tout cône indécomposable en 
des plans, le sommet est nécessairement un point singulier. 
Car, s'il est possible de substituer à l'équation (5) une autre dont 
le premier membre soit olotrope en ^rcj^^'o? ^o? savoir 

-^gti^ — ^Oy y — y07 Z — Zo)'h...^-Oy 

^^ ffo' g\') g^'i ' • • représentent des polynômes homogènes 
en (x-Xq), {y~yo)f (z-Zo)^ de degrés o, i, a, ..., les 
équations (4) qui restent satisfaites après la multiplication simul- 
tanée de {jc — Xo)y (y — yo)f (- — -3o)par un facteur absolument 
indéterminé X, montrent que l'équation du cône serait aussi bien 

^0 -r- X ^, -r- X* ^î -f- . . . r^ o, 

et, par suite, 

(G) ^jj^(x — 2:0,^- 70, -- -Zo)^o, 

^ji, représentant le premier de ces polynômes homogènes qui n'est 
pas identiquement nul. Or, sauf le cas où il est entièrement réso- 
luble en facteurs linéaires, le premier membre de l'équation (6) 
admet un diviseur premier g(x — Xq^ y — j^oi ^ — -^0) dont les 

j£ • 1 dg dg dff , , . . 

dérivées ^; -^y --p- s évanouissent certainement pour x^^Xq^ 

y=^yoy 5==5o(2). 
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148. Le premier membre f{Xj y y z) de l'équation (5), c'est- 
à-dire la fonction la plus générale qu'il suffît d'égaler à zéro pour 
former l'équation de quelque cône de sommet (^o>^'oî -^o)? satis- 
fait à une équation linéaire aux dérivées partielles qu'il est facile 

d'obtenir. Comme ^ = i : ( "^^ -\ est une fonction 

composée des deux rapports mis en évidence dans l'équation (5), 
nous pourrons écrire, pour plus de symétrie, 

\iij\ ^ji / \^5__^^ x — x^j \z — ^0 x — x^ y — y^l 

d'où, en différentiant, et représentant par w, v^ sv les trois rap- 
ports engagés dans F^, 

it - — g — i?o aF| I <)F| 

dx~~ {x — Xq)^ àv y — y^ dw 

dy '" z — >So àa (y — yo)^ dw 

il ^_ y-yo ^ ^ ' ^^ 

dz {z — ^o)' ^'^ ^ — ^0 àv 

puis, en ajoutant membre à membre, après avoir multiplié 

par {x — ^o), {y —yo), (-s — -So), 

,df , sdf , ^df 

(8) ^x^x,)^-^{y-y,)^-^^{z-z,)£=o. 

Cette équation exprime qu'aa point quelconque (^, y^ z)^ le 
plan tangent au cône passe par son sommet. 

La méthode de Jacobi, encore applicable, donne ici les équa- 
tions auxiliaires 

df dx __ dy _ dz 

dx ~ ' X ^ Xm ^ y -- y^i ~ z — Zq^ 



dont les deux dernières peuvent être écrites 

dx\z — Zq ) dx\x — Xq) ' 
et dont l'intégration donne 

M. — IV. 



•^ 5 — Zq x Xçt 



130 QUATRIEME PARTIE. — APPLICATIONS OÉOMÉTRIQUES CLASSIQUES. 

L'équation intégrale générale de l'équation (8) a donc la forme 

dont la résolution fournit encore pour/* le premier membre de 
Téquation générale (7) des cônes en question. 

Pour 2, considérée comme fonction de x^ y, l'équation (8) 
donne l'équation différentielle de même forme mais non homo- 
gène, 

(9) (a? - a7o) ^ -+- {y—y^) ^ — (s — 5o) = o. 

149. La rectification de la section droite d'un cylindre suffît 
pour obtenir immédiatement l'aire d'une plaque limitée par deux 
génératrices et par les traces, sur le cylindre, de deux autres sur- 
faces quelconques pouvant se superposer par une translation paral- 
lèle aux génératrices, en particulier par deux plans parallèles; et 
de même pour le volume que limitent deux surfaces de ce genre 
et des onglets jointifs de plusieurs cylindres à génératrices toutes 
parallèles, dès qu'on a pu mesurer l'aire découpée par cette enve- 
loppe cylindrique sur le plan d'une section droite. 

La rectification d'une ligne sphérique, trajectoire orthogonale 
des génératrices d'un cône (129, IV), ramène à une intégration 
simple le calcul de l'aire d'une plaque limitée par deux généra- 
trices et par les traces sur le cône de deux surfaces quelconques 
homothétiques par rapport à son sommet. La connaissance de 
l'aire découpée, par des onglets jointifs de plusieurs cônes ayant 
le même sommet, sur un plan donné ou bien sur une sphère ayant 
son centre en ce sommet, suffit à l'évaluation immédiate du volume 
limité par cet assemblage d'onglets et par les plaques qu'il enlève 
sur deux plans quelconques ou sur deux sphères homothétiques 
au plan ou à la sphère donnés par rapport au sommet des cônes. 
Mais ce sont des faits connus dès les Eléments, ou de trop peu 
d'importance pour que nous puissions nous y arrêter. 

Autres surfaces développables. 

150. A cause de la propriété si remarquable que nous leur 
reconnaîtrons bientôt (160, m/.), on dit développable toute 
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surface pouvant être considérée comme Tenveloppe (107) d'un 
plan mobile à un seul paramètre a, 

(i) p(a)ar-i- q(a)^-f- t(a)^-+-*(a) =0. 

L'équation générale de ces surfaces est donc de nature à pou- 
voir résulter de l'élimination de a entre une équation de cette 
forme et celle qu'on en déduit en la différentiant une fois par 
rapport à a, 

(2) p'(a)a7-+-q'(a)y-t-i.'(rt)^ -+-*'(a) = {loc. cit.). 

Les propositions générales du numéro cité et des suivants 
donnent immédiatement les premières propriétés des surfaces 
développables. 

L Chacune déciles est réglée (14-); car elle est engendrée par 
la caractéristique de son enveloppée (108), laquelle est une droite 
au seul paramètre a, puisqu'elle est représentée par les équa- 
tions (i), (2) qui sont celles de deux plans au même paramètre. 

Cette caractéristique rectiligne se nomme simplement la géné- 
ratrice de la surface. 

IL Le plan langent en un point Vest aussi en tout autre 
appartenant à la génératrice qui passe par celui-ci; car, y 
ayant un contact du premier ordre avec la surface enveloppe, il 
en a un semblable avec la surface enveloppée (i) (107), et par 
suite coïncide avec elle puisque celle-ci est plane (76). Or ce 
plan enveloppé est circonscrit à la surface suivant la génératrice 
correspondante (108). 

IlL Les génératrices enveloppent en général une certaine 
ligne; c'est V arête de rebroussement de la surface (109), ayant 
pour équations 

1^ {a)x -^ c[ {a)y -^ %(a)z -^ b {a) = 0, 
p'(a)ar-+- <\{a)y^ v'(a)5 -h i'(a) = o, 
tç' {a)x -r- cC {a)y -^ -J {a) z -h b" {a) = o. 

L'arête disparait néanmoins dans les deux cas suivants. 

1*» Quand ces équations linéaires en x,y^ z ne forment pas 
un système possible et déterminé, c'est-à-dire quand on a, quel 
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que soit a, 



F ^ 



V 



/ 



V 



K W 

F 1 ^ 



= o. 



Si les délerminanls des éléments des deux premières lignes de 
ce lableau étaient tous identiquement nuls, les fonctions p(a), 
<\{a)^ x(a) seraient proportionnelles à trois constantes (51***), 
le plan (i) resterait parallèle à un plan fixe, et, par suite, n'enve- 
lopperait aucune surface. 

11 faut donc supposer Tun d'eux, au moins, ^o, moyennant 
quoi {loc, cit.) il existe certainement trois constantes y», gr, r don- 
nant l'identité 

. /7p(a) H- «7vi(rO -+- /'v(a) = o, 

et aussi 

/?p'(a)H- <yc|'(a)-+- Ti (a) — o. 

Le plan enveloppé (i), la génératrice avec lui, restent sans 
cesse parallèles à la direction fixe (/?, </, r), et la surface est un 
cylindre (iH) (sauf le cas où la génératrice resterait immobile en 
une position fixe par laquelle passerait sans cesse le plan enve- 
loppé). 

2" Quand les valeurs de x^y^ z tirées des équations (2 bis) 
se réduisent à des constantes Xq^ yo^ Zq. Alors on a, quel que 

soit r/, 

\^{a)xo -t-i](a}y^^ _f- v( a ) >'o -h * ( a ) =0, 

^'(a)xo-h 'i'(a)jo-r- v'(a)-3o-4- A'(a) =0, 

et le plan (i), la génératrice avec lui, passent sans cesse par le 
point fixe(^Oî JKo> -o)î '^ sur/ace est un cône (146) [sauf encore 
l'exception mentionnée ci-dessus (i", in fine)]. 

Ainsi donc, en exceptant les cônes et les cylindres, toute sur- 
face développable est engendrée par le moui^ement de la tan- 
gente à quelque ligne [nécessairement gauche (17)]. 

Le point de contact décompose la génératrice en deux demi- 
droites mobiles qui, suivies chacune par cheminement {Cf 84, 
in fine)^ engendrent rfewx nappes de la surface, que l'arête sépare, 
et qui, en s'y raccordant, la reproduisent tout entière. 

IV. La plus courte distance de deux génératrices infini- 
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ment voisines est infiniment petite du troisième ordre au 
moins, par rapport à la variation correspondante du para- 
mètre (99). 

V. Tout plan tangent à une surface développable a un con- 
tact du second ordre au moins avec barète de rebroussement, 
au point de contact de celle-ci avec la génératrice correspon- 
dante, ou, en d^autres termes, se confond avec le plan oscu- 
lateur de cette ligne (HO), (89). 

Naturellement, ces deux dernières propositions ne s'appliquent 
ni aux cônes, ni aux cylindres. 

151. Une coordonnée du point courant d'une surface dévelop- 
pable, considérée comme fonction des deux autres, satisfait à une 
équation aux dérivées partielles du second ordre, qui est indépen- 
dante. de la forme particulière de la surface et de sa position dans 
l'espace; on l'obtient comme il suit. 

En supposant z fonction olotrope de x^ y, ainsi que a en vertu 
du système (i), (2), la différentiation de la première équation par 
rapport à x donne 

p(a)-f-v(a) ^ -+-[p'(rt)J^•-hc"^'(e^)r4-t'(a)5-4-.^'(a;] ~ =0, 

et plus simplement, en ayant égard à la seconde, 

dz 

(3) p(«)-i-v(a) -^^ =0. 

La différentiation par rapport ky donne semblablement 

d" 

(4) • iC^^^-^C^) ^^ =0, 

et l'élimination de a entre les équations (3), (4), montre que l'une 

des dérivées^» 5~ ^^^ ""® fonction composée linie de l'autre; 

leur déterminant différentiel s'évanouit donc identiquement(314*), 
d'où l'équation cherchée 



(5) 



d dz d dz 

dx dx dy dx 

d dz d dz 

dx dy dy dy 



d^z d^ _/ d^z Y_ 
dx^' dy'^~\ d^dy) ~~ ^' 
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Elle exprime qu'en chaque point d'une pareille sur/ace, les 
droites osculatrices (79) se confondent {Cf. 204, III, inf). 
Eflfectivement, la résolution par rapport à ^ de Téquation de la 
surface (premier mode) permet de l'écrire 

f^^^y^ ^)=F(a?,r) — -5 = 0, 

raojenDant quoi les équations (5) du n^ 79 se réduisent à 

d«F (J«F „ <>»F „ 

et la condition de coïncidence des droites osculatrices devient 
précisément l'équation (5) ci-dessus, quand on y substitue comme 

de raison -r— ^ > • • • a -r— : > • • • • 

Gauss a découvert à la même équation (5) une autre représen- 
tation géométrique des plus remarquables, dont nous parlerons 
incessamment (158, inf.). 

1S2. Réciproquement, toute surface dont une coordonnée z 
du point courant satisfait à V équation (5) est développable . 

En vertu de cette équation, l'une des dérivées rp^ -f- est cer- 
tainement quelque fonction composée de l'autre (314*), ou bien, 
ce qui revient au même, on a 

r « V dz . ^ dz , . 

<6) ;s ="'(«). 5^ ="(«>• 

a représentant une certaine fonction simple de x, y, et w, x cer- 
taines composantes arbitraires à une seule variable. 

Il faut maintenant intégrer les équations différentielles to- 
tales (6), chercher d'abord la forme que doit avoir a pour qu'elles 
soient intégrables. Comme les seconds membres ne contiennent 
pas la principale fonction inconnue ^, il faut et il suffit (208*) 
que soit remplie la condition d'intégrabilité 

(6 6w) ^'(a)^-x'(û)g=o, 

dont dépend ainsi la fonction simple inconnue a. C'est une équa- 
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lion linéaire aux dérivées partielles, intégrable par la méthode de 
Jacobi (71***). Les deux équations auxiliaires sont ici 

{ùp dy da 

— x'(a) " ^Xô) " "ô' 

dont rintégrale évidente 

o = C 

permet de remplacer la première par 

dx ^ dy 

— x'(G) ""©XG)' 

donnant par intégration 

OU bien encore, par sa combinaison avec la première intégrale, 

m'(a)x -+- y.'{a)y = Ci. 
L'intégrale générale de Féquation (6 bis) est donc 

Û[a, w'(a)x-hy(.'(a)y] =o, 
où û est une composante arbitraire, équivalant à 

(7) w'{a)x-^7^'(a)y-h9'(a)=^Oy 

(T^ désignant une nouvelle composante arbitraire qu'il nous est 
avantageux d'écrire comme une dérivée (216*). 

On obtiendrait donc^ en choisissant arbitrairement les compo- 
santes GT, X, a-, et intégrant les équations (6), après y avoir sub- 
stitué à a son expression en x^ y tirée de (7). Mais, comme en 
vertu de celle-ci les équations (6) peuvent s'écrire encore 

£. =nT(a)H-[i3'(tt)2r-+-x'(tt)^4-<i'(tt)]^ = ■^[ra(a)x -h7L(a)y -hij{a)l 
-^ = x(û)-h[Tij'(a)ar-+-îc'(a)j'4-a'(o)]^ = 3^ [^(û)^ -^<û)r-+- <»(«)]» 

elles ont pour intégrale générale évidente 

(8) iiy(a)a7-+- x(o)j^ — .5-ho(c) = o, 

où la constante arbitraire est comprise dans <t(û). 

L'équation générale des surfaces caractérisées par l'équation 
différentielle (5) s'obtient donc par la simple élimination de a 
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entre les équations (7) et (8), ne différant évidemment de (i) 
et (2) que parla forme. 

153. Les cylindres et les cônes sont tous des surfaces déve- 
loppables. On retombe en effet sur Téquation aux dérivées 
partielles (5) qui caractérise exactement ces surfaces, comme nous 
venons de le constater, en différentiant l'équation générale des 
cylindres, cotée (3) au n** 145, d'abord par rapport à x^ ensuite 
par rapport à y, puis en éliminant y?, q entre les résultats, et, aussi 
bien, en exécutant sur l'équation générale des cônes cotée (9) au 
n** 148 les mêmes différentia lions suivies de l'élimination de x^^y^. 

154. La démonstration de la propriété caractéristique à laquelle 
les surfaces développables doivent leur nom (160, inf,) exige 
quelques préliminaires. 

Sur deux surfaces données par leurs représentations du troi- 
sième mode réalisées en coordonnées rectangulaires au moyen des 
mêmes variables auxiliaires/?, y, 

(9) 'x='^{p, q), y='x{p, q), '^='^HP, qh 

(10) "'ar = '<p(/?, ç), y = 'x(p,q)y '^ = ''^{Pyqh 

on nomme points correspondants ceux fournis par l'attribution 
èi p, q d'une même paire de valeurs particulières, lignes corres- 
pondantes celles que donne la substitution 'à. p, q d'un même 
couple, Tïj(^), x(<), de fonctions d'une même troisième variable 
auxiliaire /, plaques correspondantes celles limitées par des 
assemblages d'arcs correspondants de lignes correspondantes, elc. 

Quand, sur les sur/aces (9), (10), deux arcs correspon- 
dants, '5, "^s, sont toujours égaux en longueur, on a, quelles 
que soient p, q, 

(II) 'ECp,g)="E(/>,^), 'F(p,q)='F(p,q), 'G(p, q) = 'G(p, q), 

'E, . . ., ''E, • . . désignant, pour l'une et Vautre surfaces, les 
fonctions E, F, G définies au n^ 22, et réciproquement. 

En outre, les aires de deux plaques correspondantes sont 
toujours égales, ainsi que les angles sous lesquels deux paires 
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de lignes correspondantes se coupent sur Vune et l^autre sur- 
faces (131). 

I. L'égalité supposée 's ="5 entraîne -j: '^=^ —r:^ P"'S (22) 

quelle que soit /, quelles que soient aussi les fonctions de t 
substituées à />, q. Or cette identité, entre deux, fonctions com- 
posées diflférentielles des mêmes fonctions simples indétermi- 
nées p = u(t)^ q = x(^), ne saurait subsister sans Tidentité des 
composantes (263*), d'où les relations (1 1). 
La réciproque est évidente. 

II. En combinant, avec les relations (i i) supposées existantes, 
ridentité (i3) du n° 22, on trouve immédiatement 



quelles que soient/?, q. De quoi, et de la formule (6) du n** 36, 
résulte immédiatement l'égalité numérique des aires de plaques 
correspondantes. 

IIL Si, sur la surface (8) du n° 22, on trace deux lignes à 
partir d'un même point, en faisant d'abord p = cT| (^), 9 = X| (/), 
en prenant ensuite /? = ny2(^)î 7 = 5*2(^)7 et si l'on applique 
les formules (10) du même numéro à la construction des expres- 
sions (5) du numéro 84, on trouvera facilement pour le cosinus 
de l'angle V formé par les tangentes à ces lignes, considérées 
dans les directions où t croît, 

Em\(t)w'^(t)-hF\m\(t)>i',_{t)-^y,\(t)Tn'^(t)]-^G7f.\(t)y'(t) 

COS V = ■ — — ' n — — - 3 — "Z^^zrrrrrm — r' 

relation d'où résulte l'exactitude de ce qu'il nous restait à prouver. 

155. A toute ligne géodésique (29) de Vu ne des surfaces (9), 
(10), correspond sur Vautre, une ligne géodésique aussi. On 
le constaterait facilement en raisonnant comme ci-dessus, après 
avoir écrit les équations de ces lignes dans le troisième mode, si 
déjà la chose n'était pour nous à peu près évidente. Effectivement, 
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la seconde ligne doit remplir les conditions du minimum, puisque 
ses arcs ont mêmes longueurs que leurs correspondants sur la 
première, pour lesquels les conditions dont il s*agit sont satis- 
faites. 

156. En vertu du théorème du n® 1S4, il est évident que si, sur 
deux, surfaces pour lesquelles il a lieu, on découpe deux plaques 
correspondantes quelconques, et si on les réalise matériellement 
en employant pour Tune une matière rigide, pour Tautre une 
matière inextensible mais néanmoins flexible, telle que de la bau- 
druche, on pourra, sans plisser ni déchirer la seconde, la trans- 
porter, en la déformant, de manière à faire coïncider tous ses 
points avec leurs correspondants sur la première; on pourra, 
en un mot, appliquer la seconde plaque sur la première, 
sans plissage ni duplicature* C'est pourquoi on dit que deux 
pareilles surfaces sont applicables (l'une sur Tautre). 

Deux plaques correspondantes sont susceptibles d'application 
mutuelle proprement dite, quand elles sont suffisamment petites; 
mais, quand il en est autrement pour la plaque flexible, il est bon, 
d'observer que son application sur l'autre surface peut exiger sa 
duplication, triplication, . . . partielle sur elle-même. Effective- 
ment, il peut fort bien se faire que deux, trois, . • . couples de 
valeurs de /?, q^ donnant des points tous difl^érents sur la surface 
flexible, n'en donnent au contraire qu'un seul et même sur la sur- 
face rigide. C'est, en particulier, ce qui arrive toujours quand les 
fonctions (p, ^, i( sont toutes périodiques pour la surface rigide, 
sans l'être pour la surface flexible. 

157. Quand l'application de deux surfaces est possible, et que 
le fait a été une fois rendu apparent par un choix convenable de 
variables auxiliaires communes /?, y, il est évident qu'il reste tel, 
après la substitution à jd, q^ faite simultanément pour les deux sur- 
faces, de deux fonctions quelconques de nouvelles variables p, l|. 

En conséquence, pour reconnaître si deux surfaces, données par 
les expressions de leurs coordonnées (rectangulaires) au moyen 
des deux variables auxiliaires />, q pour la première, et de deux 
autres quelconques p, ^ pour la seconde, sont applicables, ou non, 
il suffit de chercher s'il existe, ou non, deux fonctions $(/?, 7)5 
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^(P^ ?) ^^^^ ^^ substitution à p, ^j, dans les équations de la 
deuxième surface, transforme ses fonctions E, F, G en des fonc- 
tions composées de/>, q, identiquement égales aux trois fonctions 
analogues pour la première. L'application n'est donc pas pos- 
sible en général, puisque ainsi on dispose de deux fonctions 
seulement pour faire face à trois conditions. 

D'après cela encore, deux sur/aces respectivement applica- 
bles à une même troisième le sont certainement l'une à l'autre. 



158. On doit à Gauss une propriété capitale des surfaces 
mutuellement applicables, que nous aurons à utiliser. 
En conservant les notations du n° 22, et posant 



(12) 



(i3) 



(»4) 



(i4 bis) 



■+■ y/O- H- lu» • 


4_ ,^1 _ ;) _ 4- /EG — F* 


i 


lU 11 

'=■5"' •>=5' 


dn dt^ 






dp dq 
d} di 


-l, 


• a • — ^ *'*} ... 


dp dq i 







= n, 



v/l* -T- m* H- n« — ï, 



les quantités (i 3) sont des fonctions de />,^ fournissant les cosinus 
caractéristiques d'une direction déterminée de la normale à la sur- 
face (8) du numéro cité (118, in fine); elles sont aussi bien, à 
cause de 



(i5) 



r*-^9*-^3* = i, 



les coordonnées du point qu'une demi-droite issue de l'origine 
dans cette même direction trace sur la sphère de rayon = i, ayant 
cette origine pour centre, point qui correspond (154) au pied de 
la normale considérée, et que nous nommerons son image sphé- 
rique. Et, en combinant entre eux, ainsi qu'avec les for- 
mules (i4), (i3), (12), (i4 bis)^ les résultats 



dï 



d% 



. = o 



dp ' ' ^ * dq 

de la différentiation de l'équation (i5) par rapport k p, y, on 
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obtient les relations 

1 m n . t 



06) 



t' ut li l) 



montrant de nouveau qu'aux points correspondants de la sphère 
et de la surface leurs normales sont parallèles. En outre, la valeur 
absolue du dernier membre de ces égalités représente la limite du 
rapport, a Taire d'une plaque de la surface ayant tous ses points 
infiniment voisins de (x^ y^ s), de celle de son image spliérique; 
car, en appelant a une aire plane découpée arbitrairement dans le 
plan des axes rectangulaires auxiliaires employés à la notation 
graphique des variables />, q (3o) des plaques correspondantes 
sur la surface et sur la sphère ont pour expression (/oc. cit.) les 
intégrales doubles 

// ^ dp dq, ff ï dp dq, 

prises dans Taire a, et, quand les distances des points de cette 
aire a au point fixe du plan auxiliaire auquel répondent les points 
(or, y y :;), (f, 1), 3), sont inférieures à quelque quantité infiniment 
petite, les rapports de ces intégrales à la même aire tendent res- 
pectivement vers D et ï (107***). 

Cela posé, Gauss a étendu aux surfaces la notion de courbure, 
acquise avant lui pour les lignes (184, m/.), en appelant cour- 
bure totale d'une plaque de surface (en valeur absolue), Taire de 
son image sphérique, et courbure totale de la surface au point 
(Xy y, z) cette limite d= |ï : D| vers laquelle tend ainsi le rapport 
des aires des deux plaques, limite pourvue toute/ois (quand elle 
ne s'évanouit pas) du signe commun aux trois premiers rap- 
ports égaux de la suite (16), c'est-à-dire la fonction déterminée 
/:(/?, q)dep^ y, que constitue la valeur commune de ces rapports. 

Sur une sphère de rayon quelconque R, par exemple, il est évi- 
dent que la courbure totale est constante et = -h ôt* 

I08 bis. Aux signes opposés dont la courbure totale A* est sus- 
ceptible quand elle n'est pas nulle, correspondent, pour la sur- 
face et dans le voisinage du point considéré, deux formes bien 
difiercntes dont nous ne devons pas omettre la mention.. En 
nommant a, (3, y les paramètres d'une direction déterminée 
quelconque de Tespace, non parallèle, toutefois, à celle commune 
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des plans tangents à la surface et à la sphère, et, en ajoutant terme 
à terme les rapports égaux (16) multipliés en haut et en has para, 
P, Y respectivement, on obtient le rapport égal des deux détermi- 
nants non nuls 



a 

dt 
dp 

d^ 

dq 



a 

dx 
dp 

dx 



dont le signe est évidemment identique au signe final du rapport 



(16 bi$^ 



1 s Y ! 

' 1 


a 


r;,— r 9/;— 3/i — .* ' : 


X p X ... 


r^ — r 9y — 3y— 3 ; 


X (1 """■ X ... 



où {xp^ yp^ Zp)y {xqj yçj Zç) sont des points de la surface, infini- 
ment voisins de [x, y, z) sur les lignes qu'y décrit ce dernier 
quand on donne d'abord à ^ un accroissement infiniment petit 
en laissant q invariable, ensuite à ^ un pareil accroissement, 
p demeurant constant à son tour, où (r^, l)^, 3^), (r^, î)^, }ç) sont 
naturellement les images sphériques des deux points ainsi définis. 
Si donc la courbure totale est positive, les déterminants (16 bis) 
finissent par offrir des signes identiques, et les deux trièdres 
dont les directions des arêtes ont pour paramètres les éléments 
des lignes i, 2, 3 du premier (H), et ceux des lignes i, 2, 3 du 
second, sont {soldes [comme ceux constitués par les directions 
positives ( + , -h, H-) des axes coordonnés et par leurs direc- 
tions (+, — , — ), respectivement], c'est-à-dire que, par déplace- 
ment et déformation de l'un, n'exigeant pas que le déterminant 
correspondant passe par la valeur zéro, par suite que quel- 
qu'une de ses arêtes traverse le plan des deux autres, les 
arêtes en question, i, 2, 3, pourront être amenées à coïncider 
en directions avec les arêtes de mêmes cotes dans le second. Dans 
ce cas, deux observateurs ayant leurs pieds au point (x, y^ z) 
et en son image sphérique, leurs têtes dans la direction com- 
mune (a, 3, y) verront tourner autour d'eux, dans des sens de 
rotations toujours identiques, un point de la surface infiniment 
voisin de (:r, y^ z) et son image sphérique. Si la courbure totale 
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est négative, les déterminants (i6 bis) finissent par offrir des 
signes contraires, les Irièdres sont anisoYdes (comme celui des 
parties positives des axes, et l'autre que forment, dans le même 
ordre de succession, les parties positives de deux d'entre eux et 
la partie négative du troisième), c'est-à-dire que l'adduction de 
l'un à Tautre exigera la traversée du plan de deux de ses arêtes 
par la troisième, et les rotations expliquées tout à l'heure seront 
toujours vues de sens contraires. Quand la courbure totale est 
nulle, le premier des déterminants \\6 bis) n'a pas un signe final 
déterminé, et rien ne subsiste de cette distinction. 

L'allure propre à la courbure totale positive s'observe en tous 
les points d'une sphère évidemment, en tous ceux aussi des sur- 
faces, où nous les voyons nettement convexes vers une région de 
l'espace, concaves vers l'autre, comme toutes les surfaces du 
deuxième degré non réglées, et la jante d'un tore. L'autre allure 
s'observe dans les régions des surfaces, courbées comme les selles 
des chevaux, par exemple, sur toutes les surfaces du deuxième 
degré à génératrices rectilignes réelles et distinctes, sur le moyeu 
d'un tore annulaire. La courbure totale est nulle sur tout le plan, 
sur tous les cylindres et les cônes, et encore, par exemple, sur 
les parallèles d'un tore y séparant les régions nommées tout à 
l'heure sa jante et son moyeu. 

159. Voici maintenant le théorème de Gauss : 

Quand deux surfaces sont mutuellement applicables, leurs 
courbures totales sont identiquement égales. 

L La courbure totale k{py q) de la surface considérée tout 
à l'heure s'exprime, en fonction composée différentielle des 
trois fonctions simples E, F, G seulement, par la formule 

^{dE dG dG e/E 
ydp dq dp dq 

' \dp dp dp dq~^ dq dql\ 



gF— --- ^^ /— VI 

y dp dp dp dq \<iq } \ 

— 2(EG — F«) -7— — 2 -5 — j- -^ -=— 
^ ^ydp'^ dpdq dq^\ 



(«8)X- = 



d-f-uiin-hiin 

5^ 
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L^addition terme à terme des rapports égaux (i 6), compliqués en bas 
et en haut par les multiplicateurs £, tu, u, respectivement, puis la 
prise en considération de la relation (12), donnent immédiatement 

dx dt dy dti dz dy dx dï 
I dp dp dp dp dp dp dp dq 

<)* dx dx dx dï 

dqdp * dq dq 

en utilisant une transformation bien connue d^me somme de 
produits de déterminants d^ordre 2. Mais on a évidemment 

'd'piFp^ — d^ydii'^''')~y~dT^'^'^diÂ^^df^) 

à cause des formules (i3) et de l'identité évidente 

dx dy dz 



-(■ 



dx 
dp 



— à ydp '■^•■•j- c^ 



dp 


dp 


dp 


dx 

dp 


dy 

dp 


dz 
dp 


dx 
dq 


dq 


dz 
dq 



o; 



on a, en outre, des transformations analogues pour les trois autres 
éléments du déterminant figurant dans le dernier membre de la 
relation (18). L'emploi de ces quatre transformations conduit à 



(«9) 

ou bien à 

(20) 



'-i^ 



d^x d^ d*z 



d'-x 



IV 



d^x 
dp dq 



î 



dp dq 
d^x 



i 



dq' 



î 



DU = UW — VV, 



si, pour abréger, on pose 



d^x 
dp^ 



d'^x 
dp^ 

dx 

dp 

dx 
dq 



= U, 



d*x 
dpdq 



= v, 



d'^x 
'dqi 



= W. 
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On a mainlenanl les six relations évidentes 



(ai) 



dx d^x I d\l 

dp dp' " ' à dp 


dx d- X 
dp dp dq 


1 ctE 
'~ 1 dq 


dx d^x 


dF i dG 




dp dq- 


dq '2. dp * 





dont les trois dernières se déduisent des trois premières par la 
transposition simultanée de p, q et de £, G. Si, posant pour 
abréger 



d^x d^x 



d'où 



(22) 



dp^ dq^ 



r — 12 - — 



I d'-G 



rf*F 



2 dp^ ' dp dq 



I rf«E 



(en différentiant, par exemple, la seconde relation (21) par rapport 
à 9, la troisième par rapport à /? et soustrayant le premier résultat 
du dernier), on développe ensuite, conformément à la règle ordi- 
naire, les produits UW, VV de déterminants du troisième ordre, 
la relation (20) donne, en vertu de (21), 



i^U- -- 



dV 

dq 



V. 



l ^5 

2 dp 
2 dq 



1 rfE d? I ^E 



2 dp 
E, 

F, 



dp 



2 dq 
F 



ii, 



1 ^ 

2 dq 



» — 



1 dG 

2 dp 



! I r/E 



2 dp 



F, 



différence qui n'est évidemment pas altérée par les substitutions 
simultanées, à Q, de o, à T, de T — û, ou bien du second membre 
de la formule (22). Or il suffit actuellement de développer ces 
déterminants ainsi modifiés, de substituer à ^ le dernier membre 
de la formule (12), puis de multiplier tout par 4 dans cette rela- 
tion, pour en déduire celle que nous voulions établir (17). 

II. Le point visé est devenu évident; car, si les surfaces (9), (10) 
sont applicables, les équations (1 1) ont lieu, assurant, pour Tune 
et Taulrc, l'identité des expressions de k tirées de la formule (17). 

L'égalité constante des courbures totales de deux surfaces aux 
points correspondants est ainsi une condition nécessaire à leur 
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applicabilité; mais on noiera qu'elle n^est pas suffisante. C'est ce 
qui a lieu toutefois dans le cas suivant, le plus simple et le plus 
intéressant de ceuK où Tapplication est possible. 

160. Pour que la surface (9) soit applicable sur la sur- 
face (lo) supposée être un plan, il faut et il suffit qu^elle soit 
développable. 

I. Gomme, pour tout plan, les expressions des coordonnées 
en fonction de deux variables auxiliaires peuvent être prises 
linéaires (7), les déterminants % "m, "m relatifs à celui dont il 
s*agit (10), se réduisent à des constantes, par suite, les détermi- 
nants "l, "m, "n des relations (i4) à zéro, et la courbure totale "k 
est identiquement nulle, comme les rapports (16) dont la valeur 
commune l'a définie. Pour Tapplicabilité de la surface considérée 
sur le plan, il faut donc que l'on ait '/:(/?, q) = o identiquement 
aussi (159). Or, si Ton adopte pour elle le deuxième mode de 
reppésen talion, en prenant 

les dérivées secondes de 'x^ 'y s*évanouissent toutes, et en vertu 
des formules (7) du n° 37, de la relation (12), la formule (19) 
donne simplement 



'Ar^ 



d^'z d^'z 



■■['-m'<m 



d'x^ d'xd'y V / d'zX^ / d'z\^ \^ 
d^'z d^'z 



d'xd'y d'y^ 



moyennant quoi, Tidentité '/:(/>, y) = o entraîne Téquation aux 
dérivées partielles (5), imposant bien à la surface (9) la condition 
d'être développable (15:2). 

II. Passant à la réciproque, nous profilerons de Tindétermi- 
nation du choix des variables auxiliaires /?, q^ susceptible de 
rendre l'applicabilité apparente, pour mettre les équations de la 
surface (9), que nous supposerons désormais développable, sous 
une forme montrant facilement des particularités intéressantes de 
l'application. 

Nous prendrons, pour ces équations, celles d'une génératrice 
M. — IV. 10 



146 QUATRIÈME PARTIE. — APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES CLASSIQUES. 

IndétermiDée de la surface 



(î3) 



'^=='r-h'?^, >='9-h'r,ç, 'z='s-^Xq. 



OÙ q joue le rôle de la variable auxiliaire unique, nécessaire à la 
troisième représentation de cette droite, où 'f, 'l), '3, 'Ç, 'yj, % 
désignent six fonctions déterminées de p, savoir, les trois der- 
nières, les cosinus directeurs de la génératrice liés ainsi par la 
relation 



(a4) 



'î»-4-^*-h'î» = I, 



et les trois premières, les coordonnées de son point d'appui sur 
quelque trajectoire orthogonale déterminée ['G] de toutes les 
génératrices (129), donnant lieu, par suite, à la relation de per- 
pendicularité 



(25) 



,w d'ï , d'xi ,^ d'\ 



On a, de plus, cette autre relation 



<^6) 



d't 


d't, 


d'i 


dp 


dp 


dp 


'h 


'1 


X 


d'I 


d'u 


dX 


dp 


dp 


dp 



■=-.0, 



exprimant que la même droite reste parallèle à une droite fixe, ou 
bien passe par un point fixe, ou bien est douée d^une enveloppe 
eurviligne(98), (150, m). 

La diffère ntiation des équations (28) donnant 



d'x d'ï 
•dp dp 

•d'x 

dq ~~ 



d'\ 



d'y d'n 



dp 

dy 

dq 



dp 



d'fi 



'n 



d'z 

dp 

d'z_ 
dq 



d^i 

dp 



^-d]>' 

X, 



on trouvera tout d'abord 



'E 






-h iq 



[ 



d'x d'I 






•••J ' '^Idp dp 



■] 



'•[(©■ 



• • • I » 



CHAriTRE VI. - PROPRIÉIÉS SAILLANTES DIS SnRFACBS USUELLES. 147 

et aussitôt 'G = i à cause de (24), 'F = o à cause de la môme 
relation différenliée, 

(»7) ^-Tp^^^-d^^^dp-"' 

et de (25). Quant à 'E, nous transformerons son expression comme 

il suit. 

Les groupes extrêmes entre crochets sont des fonctions déter- 
minées de p, qu'il nous sera commode de considérer comme les 
carrés des dérivées premières d'autres fonctions connues 'i{p), 
'v{p) de la même variable (215*) en posant 



(18) 






('0 est Tare de la trajectoire ['GIï'o" est celui AtV indicatrice sphé- 
rique (182, m/.) de l'arête de rebroussement quand elle existe). 
Nous observerons ensuite que les déterminants du Tableau 



<^«^"> \d'. d', d'^ 



\ dp^ dp^ dp^ 

\ d^ d^ d^ 
\ dp dp dp 



mineurs du déterminant (26), complémentaires à 'Ç, 't), 'JJ respec- 
tivement, s'évanouissent tous identiquement; on le prouvera, pour 
le premier, par exemple, en multipliant par 'Ç les éléments de 
la première colonne de ce déterminant (26), leur ajoutant ceux 
de mêmes rangs dans les autres colonnes, multipliés préalable- 
ment par 'y^, '2^, puis remarquant qu'ainsi, dans la première colonne 
du même déterminant (26) resté toujours nul, les éléments sont 
devenus les extrêmes = o, en vertu de (26) et (27), le moyen = i 
à cause de (24)* De quoi et de l'impossibilité, pour les éléments 
de la dernière ligne du Tableau (a8 bis), de s'évanouir simul- 
tanément à cause de l'existence de la trajectoire ['©] (10), résul- 
tent, en ayant égard à (28) et supposant l'attribution de signes 
convenables faite à '0, '0-, les relations 

d'^ , d'ï _ d'ri , d'if ^ dX . d'^ _ d'7 , d't 
dp ' dp ~~ dp * dp dp ' dp ~~ dp ' dp 
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entraînaDt immédiatement, toujours à cause de (28), 
(3o) ^^f^î_...= f^^, 

^ ^ dp dp '" dp dp ' 

et définitivement, par suite, 

III. Le plan sur lequel nous chercherons à appliquer la surface 
développable (aS) aura, pris pour celui des "x''^, des équations 
de la forme 



(32) 'or =>(/>, g), >-7(/>» q)^ 



'z = o, 



où les fonctions "cp, "'y^ sont à déterminer, si possible, de manière à 
faire naître les identités (11). La prise en considération des for- 
mules (3i) conduit immédiatement aux équations de condition 

/d'oy fd'yy /d'9 d'^Y 

(34) £2^^^^£l^o 

^"''^ dp dq ^ dp dq °' 



(35) 



'^'-(S)'-- 



/d'oY 



En diiTérentiant (34) par rapport à q, puis en en retranchant 
le produit par ^ du résultat de la difTérentiation de (35) par rap- 
port à/?, en dlfférentiant ensuite cette même équation (35) par 

rapport à q, il vient 

d'o d^'o d'y d^'y 
dp dq^ dp dq'*' 

d"^ é/«'o d'y d^'y 
dq dq^ dq dq^ 

Et, dans ces dernières équations, le déterminant des coefficients 
des dérivées secondes ne peut s'évanouir identiquement; car, en 
retranchant du produit de (33), (35), multipliées membre à 
membre, le carré de (34), il vient, pour ce déterminant, Texpres- 

1 — ^ ^'TF) ^^^^ '^ terme indépendant de q^ au moins, 
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ne peut s^évanouirquel que soit ^(10). Elles donnent donc 

. __ f-m __ 



o, 



d'où, en intégrant deux fois par rapport à q, 

'V, "l), "Ç, "7\ représentant quatre fonctions de p seulement, à déter- 
miner par la condition que la substitution de ces expressions (36) 
procure satisfaction aux équations (33), (34), (35). 

L'identification des résultats de ces substitutions conduit à 

(37) "Ji-hV-i 

provenant de (35), puis à 

provenant de (34) et de (3^) différentiée, 
puis à 

(£)*-(2)'=(S)'. 



(40 



çTr ^ d'tf d\ _ d'5 d'tj 
dp dp dp dp dp dp 



mn^î-m 



On tire de (Sg), (42), (87) 




^■•^^ dp --''dp' dp 


-^^dp' 


puîsde(38),(39), (4i),(42),(43) 




(^•) dp ^^'dp' -dp 


--*-^ dp' 



et, pour satisfaire aux cinq conditions (37), (38), {4^), (40> (4^) 
(parmi lesquelles on constaterait bien facilement que la seconde 
est une conséquence des quatre autres), il suffit évidemment de 
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prendre*en semble, soit les signes supérieurs, soit les signes infé- 
rieurs, dans les équations (43), (44)? où "Ç, \, "r, ''ij sont des 
fonctions inconnues de />, puis de les intégrer avec des valeurs 
initiales de "$, "t) procurant satisfaction à Téquation Gnie (37). 
Celte intégration étant évidemment possible, puisqu'il s'agit d'un 
sj^stème immédiat dont (3^) est une équation intégrale particu- 
lière, l'application que nous avions en vue se réalise ainsi par les 
, formules 

(45) •:p='r4-'5g, >='0+^7» '^ = 0, 

où "r, "IJ, "'Ç, "7, représentent un quelconque des groupes d'in- 
tégrales des équations (43), (44)? ci-dessus spécifiés. C'est la 
démonstration qui nous restait à faire. 

161. Les observations suivantes la compléteront utilement. 

I. Les intégrales générales du système (43), (44 )> P"s sous sa 
première forme, celle que lui donnent les déterminations supé- 
rieures des signes ambigus, et dont, pour fixer les idées, nous 
parlerons exclusivement jusqu'à l'alinéa VIII, renferment quatre 
constantes arbitraires que la nécessité de satisfaire en même temps 
à l'équation finie (3^) réduit à trois seulement, y entrant d'une 
manière à remarquer. 

En appelant "Çi, "tji, "fi, "Çi un système d'intégrales choisi à 
volonté, une combinaison évidente des équations (43) avec ce 
qu'elles deviennent après la substitution de ''^i, \i à ''Ç, \ donne 

d'où, en intégrant et appelant C une certaine constante, 

(46) "£!'£-+- 'r,/ïi=C. 

En combinant ensuite cette intégrale avec (37) et cette même 
équation écrite pour "Ç| , ''^Tii, il vient 

équation de laquelle et de (46) on tire 
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à cause de "^^-{-^^^ = 1 (i'j). La combinaison de ces formule» 
avec (44) conduit visiblement ensuite à 

(48) 'r = A-+-C'r,-+-/i — G«'9,, "p = B — /î^^^'fi-^ G"p,, 
où A, B sont deux autres constantes arbitraires. 

II. En représentant par "xt^ ^y^ les seconds membres des 
deux premières formules (4^) réalisant l'application fournie par 
les intégrales particulières "Ç|, \|, "fi, "^1)|, toute autre applica- 
tion sera réalisée, en vertu de (47)> (48), par les formules 

'.r = A -f- G 'ar, -h /i — G« *>, , > = B — /i — G«'a:,-h G>,. 

11 en résulte immédiatement que, dans deux applications, les 
correspondantes, ["'^i ], ["^] à une même figure quelconque ['^] 
tracée sur la surface, sont toujours superposables par simple 
déplacement dans le plan d* application, puis inversement, que 
si [''J] est une figure superposable à \"S\^ par un déplacement 
de ce genre, il y a toujours une application donnant ["J] pour 
correspondante à ['^]. 

Car (en se restreignant, comme de raison, à des applications 
non imaginaires) les formules précédentes sont précisément 
celles qui procureraient le passage des coordonnées rectangu- 
laires "j7|, "j^i à des coordonnées "x^ ''y relatives à la nouvelle 
origine (A, B) et à de nouveaux axes dont les àiveclions positii^es 
coïncideraient toutes deux avec celles des anciens axes, déplacées 
par une rotation simultanée, d'une même amplitude marquée par 

l'angle de cos = C, de sin = — y/ 1 — C^ . 

Celte observation identiGe toutes les applications que nous 
considérons, et permet de n'en considérer qu'une seule. 

III. Comme on obtient la trajectoire ['G], ou une génératrice 
quelconque de la surface, en faisant, dans les équations (28), 
/> indéterminée et q = Oj ou /? = constante et q indéterminée, 
les mêmes hypothèses réalisées dans les équations (4S) donne- 
ront, pour leurs correspondantes, la ligne ["^6] représentée par 

(49) "x^'t, >='o, 

et une certaine droite ayant précisément "'Ç, "^y; pour cosinus direc- 
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leurs en verUi des équations (45), (37), et qui, à cause de (38), 
coupe toujours orthogonalement la ligne (49)? c'est-à-dire ["S]. 
Ainsi donc les génératrices de la surface ont toujours pour 
correspondantes des droites aussi, formant une famille au 
seul paramètre /?, dont ["C] est une trajectoire orthogonale. 
[Ceci était à prévoir; car (29) chaque génératrice étant une ligne 
géodésique de la surface qui coupe ['G] à angle droit, sa corres- 
pondante ne peut manquer d'être aussi une ligne géodésique du 
plan (Sa) (135), c'est-à-dire une droite, et de couper [''G] sous 
le même angle (154)]. 

IV. Quand la surface développable est un cylindre (144), 'Ç, 
'tj, % se réduisent à des constantes, d'où 

d% _ d\ _ dX _ d'^ _ d'^ _ d\ _ 
dp ~~ dp ' dp dp dp dp ' 

à cause des relations (28), (43). Il en résulte que "Ç, "t) sont 
aussi des constantes, par suite (III) que, sur le plan, les corres- 
pondantes aux génératrices de la surface sont des droites 
toutes parallèles aussi, et que leur trajectoire ["G] est une 
autre droite perpendiculaire à toutes celles-ci (129, III). 
Réciproquement, la surface est un cylindre quand son appli- 

cation se fait ainsi; cdx on tire des équations (43), (37) -7- = o> 

1 1 • / \ d'^c d'r, dT 

puis des relations (29) -^ = -r-^ = -~ = o. 



V. Quand la surface est un cône de sommet ('^o 'j'oj '^0)9 ^^ 
trajectoire ['©] est située sur quelque sphère ajanl ce point pour 
centre (129, IV), et, pour 'xz:=^'xq^ 'yz^'y^^ 'z ='zo, on peut 
satisfaire aux équations (23) par q = ^o? quantité indépendante 
de/? (c'est le rayon de la sphère). 

Les identités 

différentiées et combinées avec (3o), donneront 

d'3 d'i 

dp-^'^'dp^-''^ 
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moyennant quoi, les équations (43), (44) donneront à leur tour 

puis, en intégrant et appelant "xf^, "y^ deux certaines constantes, 

Les correspondantes aux génératrices passent donc toutes 
aussi par le point fixe {"xq^ '^o? o), et leur trajectoire ["(B] est 
une circonférence ayant ce point pour centre. 

Réciproquement, la sur/ace est un cône quand son applica- 
tion s'opère ainsi, ce que le raisonnement inverse montre sans 
difficulté. 

VI. Hors le cas du cylindre et celui du cône examinés ci- 
dessus, la surface développable possède une arôle de rebrousse- 
ment ['^l,] [dont la trajectoire ['C] est précisément une dévelop- 

/l'a 

pante (198, f/i/.)], et l'on ne peut avoir -~r- =o identiquement, 

car autrement la surface serait un cylindre (IV). De plus, le point 
du plan qui correspond au point courant de ['''l>] se déplace certai- 
nement avec lui, et décrit une véritable ligne [''"Ao]; car, s'il était 
fixe, les correspondantes des génératrices y passeraient toutes, et 
la surface serait un cône (V). 

Si maintenant on nomme '^ la valeur de q donnant pour chaque 
génératrice (28) son point de contact avec son enveloppe ['al>], el 
si, après avoir écrit pour le cas présent les équations (5) du n" 98, 

on les ajoute après multiplication par-j^» -^j -, > on trouvera, 
en ayant égard à (27), (3o), (28), 

. d's d'à 

En appelant encore "q la valeur de q donnant les coordonnées 
du point de contact de la droite (45) avec son enveloppe, on 
trouvera 

. d's d'^ , 



i 
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en opérant de la même manière et en ayant égard aux rela- 
tions (89), (4i), (42). 

Ainsi donc, la correspondante ["'«^^J de l'arête de rebrousse- 
ment est aussi l'enveloppe des correspondantes aux généra- 
trices, c'est-à-dire (197, I, in/.) la développée plane de la 
trajectoire ["S], puisque ces droites correspondantes sont préci- 
sément les normales principales (123) de cette dernière ligne 
plane. En outre elle est courbe; car, si elle était droite, % "tj, 
cosinus directeurs de la tangente, conserveraient des valeurs con- 
stantes et la surface serait un cylindre (IV). 

VU. On calculera le carré de la dérivée par rapport à/? de Tare 
de l'arête ['*'l>], en substituant 'q k g dans les équations (aS), 
les difTérentiant, ajoutant leurs carrés et ayant égard aux rela- 
tions (27), (25), (3o), (5o); il reste ainsi 

m'- 

On calculera le même carré pour l'arc correspondant de la 
courbe [''o.l>], en substituant '^q à q dans les équations (45)? les 
difTérentiant, ajoutant leurs carrés et ayant égard à (Sg), (38), 
(40, (4o)» (42), (37), (Si); il reste encore 



m 



Comme '^, "q sont des fonctions de p identiquement égales 
à cause de (5i), des arcs correspondants sur l'arête ['.i)] et sur 
sa correspondante [''«^^^J sont toujours égaux en longueur, 

[Cette constatation, celles aussi des alinéas V, VI, peuvent 
sembler superflues; nous les croyons toutefois nécessaires, parce 
que les théories générales perdent toute consistance aux points 
singuliers des figures (2), (8), et que sont tels le sommet d'un 
cône (H-7), ainsi que les points de l'arête de rebroussement pour 
toute autre surface développable (109). On peut vérifier a poste- 
riori l'exactitude de ce dernier fait, en constatant que les déter- 
minants différentiels par rapport ^ p, q des seconds membres des 
équations (23) s'évanouissent toujours simultanément sur l'arête, 
à cause des relations (5o), (29) (6, injine)]. 

L'égalité des arcs correspondants des courbes ['«/l)], [''<^^], l'éga- 



-L.C 
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lité simultanée de ceux de leurs indicatrices sphériques (182, 
1/?/.), assurée par l'équation (42), monlrenl que leurs premières 
courbures sont toujours égales aussi aux points correspon- 
dants (184, inf.). 

D'une observation faite tout à l'heure (VI), il résulte que les 
points du plan d'où quelque tangente (réelle) peut être menée à 
la courbe Y'^^^ sont les seuls que ceux de la surface puisse avoir 
pour correspondants. Mais, comme de tout point d'une tangente à 
une courbe plane, pris suffisamment voisin du contact, on peut 
mener à cette ligne une seconde tangente réelle au moins (nous 
devons supprimer la démonstration imitant tout à fait celle 
apportée au milieu du n"* 93 à l'appui d'une assertion analogue), 
le correspondant de tout point de la surface suffisamment 
voisin de V arête correspond certainement aussi à un point de 
la surface situé sur une autre génératrice, partant distinct 
du premier, et il est évident que ces deux points de la surface 
appartiennent respectivement à ses deux nappes (150, IH). 

VIII. Comme on passe de la première forme du système des 
équations différentielles (43), (44) ^ '^ seconde, par la transposi- 
tion des notations x^ r, Ç, avec y^ 1), vi, opération ne provoquant 
que de simples permutations dans les autres formules, toutes nos 
conclusions subsistent pour les intégrales de la seconde forme et 
pour les applications du second genre qu'elles fournissent. En 
outre, ces dernières intégrales seront évidemment données par les 
formules 



*► 

<• 
*» 



naissant de (4?)? (48) par les transpositions de "Ç avec "y\ et de "'r 
avec "l). Et, en appelant toujours "x^^ "^1, les seconds membres 
des deux premières équations (43) réalisant l'application du 
premier ge*nre fournie par ces intégrales particulières "Ç,, . . . , "l)i 
considérées dans l'alinéa I, toutes les applications du second 
genre seront réalisées par les formules 

'a: = B — /i — G*'^,-+- G>,, > = A -h G'a:i-+- /i — G^^,. 
Ici, deux figures correspondantes à la même figure ['^] de la 
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surface seront bien toujours superposables rune à l'autre par 
simple glissement de Tune sur leur plan commun; mais aucune 
d'elles (sauf le cas où elle serait douée d'un axe ou d'un 
centre de symétrie) ne l'est de cette manière à une figure 
correspondante à ['J] dans une application du premier genre. 

Caf les hypothèses A= B = =o, y/i — G*-* == — i, donnent pour 
correspondante du second genre à ['^], la figure ["^2] 'iée à ["^1] 
par les formules de transformation 

^1= -z-i, jj — — yu 

montrant que [''«^2] n est que symétrique à ["-'i] par rapport à 
l'axe des "x. 

IX. Inversement, on peut tout aussi bien appliquer un plan 
sur une sur/ace déi^eloppable quelconque; et il résulte des n®* 29, 
loo, que les lignes géodésiques de la surface sont les corres- 
pondantes à toutes les droites du plan. 

Comme, sur le plan, les correspondantes des génératrices 
d'un cylindre sont des droites parallèles (IV), et qu'une droite 
quelconque de ce plan coupe toutes celles-ci sous le même angle, 
toute ligne géodésique d'un cylindre est une ligne coupant ses 
génératrices sous un même angle (154), c'est-à-dire une hélice 
de ce cylindre (132). Réciproquement, toute hélice tracée sur un 
cylindre en est une ligne géodésique, parce que sa correspondante 
plane est une trajectoire à inclinaison constante des droites paral- 
lèles qui correspondent aux génératrices du cylindre. 

162. Le fait mathématique de Tapplicabilité d'un plan sur une 
surface développable quelconque explique la possibilité physique 
de réaliser toutes les surfaces de ce genre au moj^en de plaques 
matérielles flexibles, d'abord planes, puis déformées convenable- 
ment sans déchirure, ni plissure, ni extension, ni rétrécissement. 
En tant qu'elle concerne le cylindre, le cône aussi, mais moins 
fréquemment, elle est utilisée continuellement par les chaudron- 
niers, ferblantiers, cartonniers, etc. La possibilité inverse l'est par 
les verriers qui soufflent d'abord les verres à vitres sous forme de 
cylindres, fendus ensuite suivant une génératrice, puis étalés sur 
un plan, après ramollissement au feu. 
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Une observation générale faile au n** 136 est justifiée expéri- 
mentalement par l'enroulement indéfini d'un plan flexible, d'une 
étoffe par exemple, sur un C)'lindre rigide ou sur un cône à direc- 
trices fermées; car, dans le premier cas, l'opération exige évi- 
demment que des points distincts de l'étoffe en nombre illimité 
viennent tous s'appliquer successivement sur un même point du 
tambour. Elle l'avait été théoriquement déjà par la remarque 
finale de l'alinéa VII, montrant que les parties des deux nappes 
d^ une surface développable flexible se doublent nécessaire^ 
ment dans le voisinage de la correspondante de Carête, 
quand on les applique simultanément sur un même plan 
rigide. 

Toute surface applicable sur un plan étant nécessairement 
développable (160), une déformation quelconque d'une plaque 
plane flexible, faite toutefois sans déchirure, etc., ne donnera 
jamais qu'une surface de ce genre. Le lecteur en obtiendra 
facilement un modèle, doué d'une véritable arête de rebrous- 
sement, en superposant deux feuilles de papier, y ouvrant aux 
ciseaux une échancrure concave de forme courbe quelconque, 
collant l'une à l'autre les lèvres de cette double découpure, puis 
la déformant par traction de manière à la rendre gauche et à 
disjoindre les feuilles de papier sans cassure. De celles-ci, il verra 
naître les deux nappes d'une surface développable ayant pour 
arête le contour de l'échancrure déformé. 

163. En appliquant les considérations du n° 115 au cas où ses 
équations (22), étant toutes deux linéaires en x^ y^ 5, repré- 
sentent une droite à un paramètre, on aperçoit immédiatement 
que les fonctions A,, A2, 'Aj, 'Aj peuvent être prises indépen- 
dantes de x^ y^ w, que, par suite, les équations (24) du numéro 
cité peuvent représenter un plan. D'où la réciproque de la pro- 
position formulée dans l'alinéa III du n° 150 : Une droite mobile 
à un seul paramètre engendre une surface développable, 
quand elle reste parallèle à une droite fixe, ou passe par un 
point fixe, ou bien enveloppe une courbe fixe. 

Les deux premières parties de celte réciproque ont déjà été 
établies au n" 153. Quant à la dernière, qui pourrait l'être autre- 
ment et presque immédiatement en remarquant que le plan oscu- 
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laleur d'une ligne gauche admet pour seule indéterminée la 
valeur correspondante de la variable auxiliaire /, au moyen de 
laquelle les coordonnées de son point de contact sont expri- 
mables, que, dès lors, il enveloppe une certaine surface dévelop- 
pable (107), (ISO), puis en prouvant que sa caractéristique est 
précisément la tangente à la ligne au même point, elle constitue 
une propriété générale des lignes gauches qui n'est pas sans 
intérêt. 

Combinée avec la théorie générale des enveloppes de surfaces 
à un paramètre, elle donne les corollaires suivants. 

Chaque tangente à une ligne gauche est la position limite 
de l^ intersection du plan osculateur au même point par un 
autre infiniment voisin (IH). 

Chaque point d'une ligne gauche est la position limite de 
l'intersection du plan osculateur en ce point, soit par une 
tangente en un point infiniment voisin, soit par les plans 
osculateurs en deux semblables points (H2). Etc. 

163 bfs. De la première observation faite ci-dessus (163), il 
résulte que ^ équation (6) du n^ 98 constitue la condition 
nécessaire et suffisante pour que la surface engendrée par la 
droite (4) de même numéro soit développable. 

Surfaces gauches. 

164. Une surface est dite gauche quand elle est réglée (14) 
sans être développable (ISO), et on réserve le nom de généra- 
trice à la droite mobile qui l'engendre. Tels sont, par exemple, 
le paraboloïde hyperbolique et l'hyperboloïde à une nappe. 

Les équations d'une droite à un paramètre p pouvant être 
écrites 

où q est la variable auxiliaire intervenant dans ce mode de repré- 
sentation, où Xy y^ Zy i, 7i, Ç sont des fonctions données de/?, 
les mêmes équations, conçues comme impliquant /?, q au titre 
commun de variables auxiliaires, seront, sous la troisième forme, 
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ici la plus simple, celles d'une surface réglée, gauche par suite, si 
la condition (6) du n^ 98 n'est pas remplie (163 bis)^ c'est-à-dire, 
si avec nos notations actuelles, et en posant 



(i bis) 
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dz 


dp 
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dp 
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(D^o. 



16i bis. Notons en passant les deux allures de la génératrice, 
topographiquement bien distinctes, qui correspondent aux signes 
opposés que peut offrir le déterminant (2) (dans les circonstances 
où il n'est pas nul accidentellement). 

En attribuant à p un accroissement infiniment petit A/7, on 
obtient, sur la ligne 

directrice de la Surface, un point {x\ j\ z') infiniment voisin 
de(^,^, 5), sur la surface, en même temps, une génératrice infi- 
niment voisine de (i), caractérisée parles nouveaux paramètres de 
direction Ç', r/, Ç', et le signe final du premier des déterminants 



y — V 



(2. bis) 









X — X y — y z — z 



% 



Y 

S 



X-\ V-^, C'-î 



indépendant de celui de A/?, parce que le second est un infiniment 
petit d'ordre pair 1 par rapport à A/?, est évidemment celui du 
déterminant (i bis). 

Si donc, ce dernier est positif, le premier des déterminants (2 bis) 
finira par demeurer tel, et le trièdre formé par la direction de 

la droite (a:, y^ ^)(^'> y ^ ^)^ par celles de la première généra- 
trice (Ç, 7), Ç) et de la deuxième (Ç', yj', Ç'), finira par être 
isolde (158 6/5) à celui des parties positives des axes des x^ 
des y et des z] ou bien, en adoptant pour celles-ci la disposition 
préférée dans les Ouvrages didactiques (l'axe des x tracé, par 
exemple, de gauche à droite horizontalement sur un tableau ver- 
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lical, celui des z verticalement de bas en haut, la partie positive 
de celui des j^ perpendiculairement au mur et en avant de lui), 
un observateur placé les pieds en [x^y, z)^ la tête en (œ',y, z') 
estimera s'être fait, de sa gauche à sa droite, par devant lui, le 
mouvement de la génératrice passant de la direction (Ç, Tj, Ç) à la 
direction (Ç', r/, ÎJ'). Si le déterminant (i bis) est négatif, le trièdre 
ci-dessus est anisoïde {loc, cil.) à celui des parties positives des 
axes, et le mouvement de la génératrice semble s'être eflectué de 
droite à gauche. 

16o. Chaque génératrice, située tout entière sur la surface, 
offre avec elle, en chacun de ses points, un contact d'ordre illimité; 
par suite (78), elle est située tout entière aussi sur le plan tan- 
gent à la surface en ce point quel qu'il soit. Quand ce point se 
déplace sur une génératrice fîxe, le plan tangent qui passe ainsi 
sans cesse par cette droite se déplace certainement aussi, sauf 
peut-être pour certaines génératrices exceptionnelles. 

Effectivement, les coefficients A, B, G des coordonnées dans 

(3) AX-+-BY-hCZ=o, 

équation du plan parallèle au plan tangent mené par l'origine, 

sont 

dy ! I dr, 1 

dp ' dp ' 

( 4 ) A r- f -^ <7 ; L > B -- . . . , G :- . . . , 
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déterminants différentiels par rapport ^ p^ q des seconds membres 
des équations (i) (7S). Si donc, pour une génératrice quelconque, 
les plans tangents, en tous ses points, coïncidaient. A, B, G res- 
teraient, quel que fût </, proportionnels à trois fonctions de p 
seulement; par suite, les premiers termes de A, B, G resteraient, 
quel que fût p, proportionnels aux coefficients de q^ ce qui 
entraînerait immédiatement la condition (6) du n** 98, et la sur- 
face ne serait pas gauche (163 bis), 

La diifision formée par les points d'une même génératrice 
est ho nio graphique au faisceau formé par les plans tangents 
à la surface dont ils sont les contacts, Gar, d'après les for- 
mules (4), Téquation générale (3) des plans parallèles, menés par 
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l'origine, contient linéairement, comme les coordonnées (i) du 
point de contact, la seule indéterminée q. 

Quand le contact s'éloigne indéfiniment sur cette génératrice, 
q est infinie, et le plan tangent tend évidemment vers une position 
limite qu'on nomme le plan tangent au point de la surface 
situé à l' infini sur cette génératrice. Pour cette position limite, 
A, B, C sont évidemment proportionnels aux coefficients de q dans 
les seconds membres des formules (4)' 

La relation si simple, existant ainsi entre les points d'une même 
génératrice et les plans tangents dont ils sont les contacts, permet, 
dès que l'on connaît seulement trois de ces points et les plans tan- 
gents correspondants, de construire, soit le plan tangent en un qua- 
trième point quelconque de la même génératrice, soit le point de 
contact d'un plan quelconque passant par la même droite. Car le 
rapport anharmonique des quatre éléments de même espèce qui 
sont connus fait connaître celui de l'élément inconnu et de ses 
trois congénères connus. 

166. Outre le sens du mouvement de la génératrice (164 bis)^ 
le signe du déterminant ( i bis) règle encore celui d'un plan tan- 
gent dont le point de contact se déplace sur une génératrice fixe. 

En supposant, dès à présent pour plus de commodité, que les 
axes sont reclangulaires, que Ç, v), J^ sont égaux aux cosinus direc- 
teurs de la génératrice, liés en conséquence par la relation 

(5) $i4.r,î+Ç2 = ,^ 

d'où 

(56», |_. + ,_^.^;_^=o, 

nous nommerons élues la direction de la génératrice spécifiée par 
ces cosinus Ç, yj, Ç et celle de la normale à la surface dont les 
cosinus directeurs ont les signes des seconds membres des for- 
mules (4), qu'ici nous écrirons plus simplement 

Cela posé, si l'on passe d'un point d'une même génératrice [/?], 
correspondant k q = q^^ à un autre correspondant k q = ^2? ^f^y 
marchant dans la direction élue, on aura q2 > q\) et les direc- 
M. — IV. ji 
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lions éliies de [/?], de la première normale à la surface et de la 
seconde formeront un Irrèdre isoïde ou anisoide (158 bis) à celui 
des parties positives des axes des x^ des y et des -5, selon que le 
déterminant 

b c 

P T 

ou bien ce dernier 0, à cause de q^ — q\ I>o, auront le signe 
ou le signe — . Mais, en multipliant 6, ligne à ligne, par le déter- 
minant (i 615), il vient facilement 
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en ayant égard à des réductions évidentes, puis enfin 6 
à cause de (2). 



r.-(Â), 



. Le trièdre défini ci-dessus sera donc isoïde ou anisoide à 
celui des axes, selon que (0 sera négatif ou positif; et, dans 
la disposition de ces derniers spécifiée au /i" 164 bis, un obser- 
vateur couché sur la génératrice pour assister au mouvement 
d'un point remontant sur celle-ci de ses pieds à sa tête, ainsi 
qu\ï la rotation simultanée de la normale en ce point {ou du 
plan tangent, c'est la même chose) ^ verra cette rotation s'effec- 
tuer de gauche à droite ou de droite à gauche selon que (ô sera 
négatif ou positif, 

167. Comme, en supposant (ç, t), îJ), (5', r/, s') liés parla rela- 
tion (5), le radical figurant dans l'expression (7) du n° 99 peut 
êlre écrit 



où 6 représente l'angle des droites [a], [a'] que nous supposerons 
infiniment voisines; comme le quotient deceradical par Aa a pour 
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limite 



v/('£-=£-)'--V>^'---'[(iy---J-{îi----J 



=/( 



-4V 

da) 



on voit sans peine, d'après le numéro cité et en revenant à nos 
notations actuelles, que le rapport de la plus courte distance de 
deux génératrices infiniment voisines au sinus de leur angle tend 
vers une limite représentée par la valeur numérique de Texpression 



-■[m-m'<m 



Si, dans ce rapport, on change le signe de 00, en permutant, par 
exemple, les deux dernières lignes du déterminant (i 6w), il devient 
{e paramètre de distribution de la surface gauche considérée. 

Pour une surface réglée gauche et sa symétrique par rapport à 
quelque plan (ou quelque point), les rotations du plan tangent 
définies ci-dessus (166, in Jine) sont évidemment de sens con- 
traires. 11 en résulte que leurs paramètres de distribution sont aussi 
de signes contraires sur leurs génératrices correspondantes. Cette 
particularité se présente sur une même surface réglée du deuxième 
degré, pour deux génératrices appartenant à des systèmes diffc- 
renls, puisque les deux systèmes sont symétriques Tun à l'autre 
par rapport à un plan principal. 

168. Sur chaque génératrice, on nomme point centralldi posi- 
tion limite du pied de sa plus courte distance à la génératrice infi- 
niment voisine. La valeur H de q donnant le point central est une 
fonction de p que nous allons calculer. 

En appelant />■ la valeur de p qui fournit une génératrice infini- 
ment voisine, puis x\ . . . , Ç', . . • les valeurs correspondantes de 
x, ...,$, . . . , puis enfin <jr, q' les valeurs de q donnant sur ces deux 
génératrices les pieds de leur plus courte distance, les équations 
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exprimant la perpendicularité, sur la première génératrice et sur 
la seconde, de la droite joignant les points (/?, q)^ (/y', q')^ ser- 
viront à déterminer q. Il vient ainsi 
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• ■ • « 



'AÎH-... 
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-• . . , ; Aç -T-. . . 

"T » ■ • y ÀAw t • • • 



J Aj? 
AÇAa: 

Ç -T- • • • f ÇÇ —r- . . . 

si Ton pose p' — p = A/?, a:' — :r = Aj:, . . . , Ç' — Ç = A^ 

En faisant tendre ensuite /?' vers />, par suite a:', . . . , $', . . . 
vers JT, ..., Ç, ..., en ayant égard aux relations (5), (5 6w), 
on trouve facilement 



lim 



lim 




Ay?« 



1 



^dx -I-. . ., 
c? J c/j; -f- . . . , 



î* H--.. \ _ d^dx-^dT^dy-^di:,dz 
î r^î -^ . . . 



</t2 



dp^ 



df/DÎ 



On a donc 



q = liiïiy = — 



_ d\dx -^ dri dy -r- d^ dz 



dtt _^ d7{^ -h </;î 



valeur dont la substitution à q dans les équations (i), donne les 
coordonnées du point central en fonction de p. 

Le lieu du point central est la ligne de striction de la surface, 
dont la considération offre un certain intérêt, et dont les équa- 
tions se forment par la simple substitution, à q dans les équa- 
tions (i), de la valeur fournie pour (\ par la formule (6). 

Le second membre de la formule (6) étant (sauf les notations) 
identique à l'expression fournie pour T par les équations (5) 
du n° 98 pour le cas où la droite (i) serait douée d'une enveloppe 
(Cy. 161, VI), la ligne de striction, définie de la même ma- 
nière pour une surf ace développablCj est précisément l^ arête de 
rebroussement de cette surface, 

169. Pour chaque génératrice, on nomme plan central celui 
qui touche la surface en son point central. Les coefficients des 
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coordonnées dans son équation s^obtiennent ainsi en faisant q^=(\ 
dans les formules (4)- En ayant égard aux valeurs trouvées ci- 
dessus (163) pour les coefficients du plan tangent dont le contact 
est à l'infini sur la même génératrice, un calcul sans difficulté 
montrera que ces deux plans tangents sont perpendiculaires 
l'un sur l'autre. 

170. La droite menée par un point fixe de l'espace, parallèle- 
ment à la génératrice d'une surface réglée, engendre une surface 
conique nommée le cône directeur de la surface. Quand ce cône 
se réduit à un simple plan, la surface est dite à plan directeur. 
Parmi les surfaces gauches de ce genre, la plus simple est le co- 
noïde dont la génératrice s'appuie sans cesse sur une droite fixe, 
dite VaxeAw conoïde, en restant ainsi parallèle au plan directeur; 
telle est, en particulier, le paraboloïde hyperbolique, nommé quel- 
quefois /?/a/i gauche. 

En prenant pour plan des xy et pour axe des z^ dans un sys- 
tème de coordonnées même obliques, le plan directeur et l'axe 
d'un conoïde, la génératrice a des équations de la forme 

m, k étant des fonctions données du paramètre a, et l'élimination 
de celui-ci donne pour le conoïde une équation de la forme 



(7) 



^-© 



où la fonction F dépend de la nature spéciale de la surface. 
L'élimination de F'{ — ) entre les équations 

dx \x J x*^ 

ay \x J X 

déduites de la précédente par des difTérentiations par rapport à x 
et ky^ donne 

dz dz 

(8> '"di^^dp^'"' 
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pour équation aux dérivées partielles de tout conoïde dont le plan 
directeur et l'axe se confondent avec le plan des xy et Taxe des z, 
Tj'éqnation (8) exprime géométriquement, que le plan tangent 
au conoïde rencontre toujours son axe au même point que le plan 
parallèle au plan directeur mené par le point de contact (7S). 
Comme elle est du premier ordre et linéaire par rapport aux 
dérivées de z, la méthode de Jacobi (71***) lui est applicable et 
conduit aux équations auxiliaires 



dx dy dz 

9 



X y o 

celles-ci ont pour intégrales générales évidentes 

d'où, pour z en fonction de x^ y^ l'équation (7) dans laquelle il 
faut maintenant considérer F comme une composante arbitraire. 

L'axe d'un conoïde, quand il est perpendiculaire au plan direc- 
teur, est évidemment la ligne de striction de la surface (168). 

Pour toutes les surfaces réglées (gauches ou développables), une 
coordonnée, considérée comme fonction des deux autres, satisfait 
à une même équation aux dérivées partielles du troisième ordre, 
dont la formation offre peu de difficulté et un médiocre intérêt. 

Surfaces de rôyolution. 

171. Une sphère mobile à un seul paramètre a est représentée, 
en coordonnées rectangulaires, par une équation de la forme 

OÙ p(ûj), . . . sont quatre fonctions données de a, et son enve- 
loppe (107 et suiv,) a pour caractéristique la ligne représentée 
par cette équation, associée à celle qu'engendre sa différentiation 
par rapport à a, 

{1) f'{a)x ■\- c({a)y -¥-x!{a)z -^ i>\a) =0. 

La caractéristique est un cercle, puisque cette seconde équation, 
n'étant plus que du premier degré, appartient à un plan; et l'axe 
de ce cercle est précisément la tangente à la ligne, lieu du centre 
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de la sphère, 

(3) X--p(a), Y = -c|(a), Z = -t(a), 

construite en ce point, puîsqu^il passe par ce centre, et que le 
plan (2) est perpendiculaire à cette tangente dont les cosinus 
directeurs sont proportionnels à — p'(fl)) — V(^)? — ^'(^) i^^)' 

Comme toutes les normales à la sphère (i) concourent à son 
centre, celles de l'enveloppe, ayant leurs pieds sur une même 
caractéristique, concourent au même point, parce que le contact 
du premier ordre existant entre elle et la sphère enveloppée, tout 
le long de la caractéristique, assure Tidentité de leurs normales 
en tous les points de cette ligne. Donc, au lieu d^ avoir une enve- 
loppe-surface, la normale générale à la surface enveloppe, 
qui cependant est une ligne à deux paramètres (savoir, par 
exemple, les deux variables auxiliaires en fonction desquelles 
les coordonnées de son pied pourraient être exprimées) ne fait 
que rencontrer sans cesse la ligne fixe (3) (103). 

Réciproquement, toute surface dont la normale rencontre 
sans cesse la ligne (3) est l'enveloppe d'une sphère au seul 
paramètre a, ayant cette ligne pour lieu de son centre. Car 
les équations de cette normale sont de la forme (3o) du n** 138, 
à condition d'y prendre x ^= — p(a),^ = — ^j (a), 5 = — t(a), et 

les identités -r^ = -n- = -jr = o réduisent alors la condition (35, 

ab do do ^ ' 

/oc. cit,) à 

dx d\ dy dri dz d^ ^ 

du db da db da db "" 

dont rintégration par rapport à b conduit à 

/ / \ f dx dy ^ dz ,, . 

(/(a) représentant une fonction arbitraire de a seulement, qu'il 
nous est commode d'écrire sous forme de dérivée. 

Les formules (33), (34) du même numéro donnent ensuite 

{ib) = o, 

puis, par leur combinaison avec la précédente, 

(ta) = cj'(a), t = ^f<j\a)da = - (j(a), 
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moyennant quoi, les équations de la surface cherchée deviennent 

X = -p(a)-Jcr(a), Y = ~ .i(a)-T.ti(a), Z = - .(a)- ;7(a), 

ou bien encore 

Xî-h Y»H-Z«-4-îip(a)X-+-2^(a)Y + '>v(a)Z 

-i- p(a)« -H wi(a)«-H t{a)« — ^(a )« = o, 

p'(a)X-+-.i'(a)YH-v'(a)Z 

à cause de çî + Ti^H-^^— j ^^ je (4). 

Or, ces équations sont bien celle de quelque sphère au seul 
paramètre a, et le résultat de sa difTérentiation par rapport à a. 

A ce genre de surfaces appartient la cyclide de Dupin, étudiée 
depuis par plusieurs géomètres; elle est, cela même de deux 
manières, l'enveloppe d'une sphère demeurant tangente à trois 
autres fixes. On y trouve encore la surface canal y enveloppe d'une 
sphère dont le rajon conserve une valeur constante ; ici, la caracté- 
ristique est précisément la section constante de la sphère enve- 
loppée, par le plan normal au lieu de son centre, ayant ce point 
pour pied. Le serpentin d'un alambic fournit un modèle de sur- 
face canal. Le tore, enveloppe d'une sphère (de rayon constant) 
restant tangente à trois autres fixes dont les centres sont en ligne 
droite, enveloppe aussi d'une sphère restant tangente à trois 
autres de rayons égaux, est une surface canal, cas particulier de 
la cyclide. Mais, de toutes les surfaces dont nous parlons, les plus 
intéressantes, cela surtout dans les Arts de construction, sont 
celles dont nous allons nous occuper. 

172. Une surface de révolution est l'enveloppe de la sphère (i), 
quand le lieu de son centre se réduit à une droite, c'est-à-dire 
quand les fonctions — p(^)j — •l(^)j — ^(^) sont des formes 

XQ-\-pï{a), ^o-t-^K^)> ZQ + ri{a), 

•^oî J^o, >5o, p, q^ r, t(a) représentant les coordonnées d'un point 
fixe de cette droite, ses paramètres de direction, et quelque fonc- 
tion donnée de a. 

Tous les cercles caractéristiques ont alors cette droite pour axe 
commun, et on la nomme aussi Vaxe de la surface^ les cercles 
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dont nous parlons sont ses parallèles. Comme chaque parallèle, 
solidarisé avec l'axe, ne cesse pas de coïncider avec lui-même après 
une rotation quelconque exécutée autour de celte droite, la sur- 
face tout entière reste aussi en coïncidence ai^ec elle-même 
après toute rotation de ce genre; d'oà cet autre mode de géné- 
ration, par la rotation indéfinie autour de Vaxe, d'une ligne 
solide quelconque, tracée sur la surface de manière à rencon- 
trer tous ses parallèles. Parmi toutes les lignes de ce genre on 
considère plus volontiers les méridiennes de la surface, sections 
faites par des plans passant par Taxe, qu'on nomme des plans 
méridiens. Ces propriétés des surfaces de révolution expliquent 
la facilité extrême de leur réalisation matérielle, et, en même 
temps, leur aptitude à fournir des guides aux mouvements de rota- 
lion autour d'axes fixes, si importants dans toutes les industries 
mécaniques. 

173. Les équations (i), (2) pouvant alors être remplacées par 
le système 

(ar — aro)'-^(j^— 7o)»-H(-5 — wo)'= S(a), 

px -\-qy -^^ rz ='^{a), . 

où, comme *(a), t(a), les fonctions S(a), 'S (a) peuvent évidem- 
ment être choisies arbitrairement, l'équation générale des surfaces 
de révolution, d'axe donné 

(5) x — xq _ y—yo _z—zo 

P q r 

est 

(G) F \{x — ro)* 4- (7 — .To)* H- (^ — -0)', px-^qy->r rz\ = o, 

F représentant une composante à deux variables, dont la nature 
dépend de celle des deux fonctions S(a), 'S (a). 

Le premier membre /(jt, y, z) de l'équation (6), c'est-à-dire 
la fonction la plus générale qu'il faut égaler à o pour avoir l'équa- 
tion d'une pareille surface, satisfait à une équation aux dérivées 
partielles du premier oçdre, débarrassée des éléments d'indéter- 
mination de la composante F, dont voici le mode de formation. 
En représentant par e/, v les fonctions simples dont f est com- 
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posée, il vient immédialement 

df <)F , , dF 



df dF , , dV 

df aF , , ^F 



du 
()F d¥ 



d'où, par rélimination de -r-» -y-> l'équation cherchée 



du àv 



(7) 



df 

dx 


df 
dy 


df 
dz 


X — Xq 


y—y^ 


z — - 


P 


9 


r 



*»0 I 



-- o. 



Géométriquement, elle exprime qu'au point quelconque (^,y, ^) 
de la surface, la normale à celle-ci, 



(8) \rrzX-\-^t\ 



dx 



'^-y-^%'^ ^ = '+f'' ("«'')• 



et Taxe 

(9) 



\--XQ^pt\ Y^yo-^-qt", Z = ZQ-^-rC 



sont dans un même plan, f', t" représentant ici les variables auxi- 
liaires intervenant dans les représentations de ces deux droites 
appartenant au troisième mode. 

Pour que ces droites offrent la disposition précitée, il faut 
effectivement et il suffit qu'il existe un polynôme linéaire, à coeffi- 
cients non tous = o, 

se réduisant à o, quelle que soit t\ par la substitution à c\*, ^j ^ 
des seconds membres des équations (8), et, quelle que soit ^', par 
celle des expressions (9). On est ainsi conduit à la condition 

\ X y z \ 

df df df ^ 



dx dy dz 

^0 yo -«0 I 
p q r o 



= o 



ne différant pas de l'équation (7). 
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Réciproquemenl, celle dernière équalioD caractérise exclusive- 
menl les surfaces de révolution d'axe commun donné (5). Car, en 
posant pour simplifier 



elle s'écrit 



7 '' 



Q-..., 



R 



^d/ ^df ^df 



el la méthode de Jacobi, applicable ici (71***), donne pour équa- 
tions auxiliaires 

dx _ dy _ dz _ df 

"P" "" ~Q ~ "H ~" ^ ' 
d'où 

puis les deux combinaisons intégrables 

{x — Xo)dx -^(y —yo)df -^- (z — Zq) dz = p dx -^ q dy -{- r dz = o 



conduisant à 



(X - XoT- -h {y —yoT-^iz - JSoy- = Cu 

px -4- qy -^ rz = 0^. 



L'intégrale générale / de l'équation (7) se lire donc d'une 
équation finie de la forme 

donnant bien 

/(^, r» '5) = F[(j' — xo)«-4-(x— j'o)'-+-('Z — ^0)', px-^qy'^rz] = Oy 
où F est une composante arbitraire à deux variables. 



»•«•« 



CHAPITRE VII. 

CONTACTS D ORDRES SUPÉRIEURS d'uNE LIGNE AVEC LE CERCLE ET LA SPHÈRE. 



Cercle oscillateur. — Courbure. 

174. Un cercle indéterminé dans l'espace pouvanl être amené 
à passer par trois points quelconques non en ligne droite, il peut 
être plié aussi à un contact du second ordre avec une ligne courbe 
donnée, en un point choisi arbitrairement sur celle-ci (65); et, 
comme la condition d'offrir un pareil contact le détermine ensuite 
entièrement, ainsi que nous allons le constater dans un instant^ il 
est, dans celte position, le cercle osculateur à la ligne au point 
considéré (66). 

Le cercle osculateur est situé dans le plan osculateur au 
même point (89). Car, le plan du cercle étant quelque surface 
qui le contient tout entier, il a aussi un contact du second ordre 
avec la ligne (58). 

Pour la môme raison, toute sphère passant par le cercle oscu- 
lateur a aussi un contact du second ordre as^ec la ligne. 

Le cercle osculateur est la position limite d'un cercle pas- 
sant par trois points de la ligne infiniment voisins de son 
contact, ou bien par deux semblables points seulement, mais à 
la condition d'offrir en Vun d'eux un contact du premier 
ordre avec la ligne, c'est-à-dire d'avoir même tangente (63), 

175. En vertu des remarques précédentes et du théorème du 
n" 59, le cercle osculateur peut être considéré comme Tintersec- 
tion du plan osculateur par une sphère quelconque ayant un cou- 
tact du second ordre avec la ligne au même point, en particulier 
par celle de toutes ces sphères dont le centre est dans le plan 
osculateur. Pour avoir le centre et le rayon du cercle osculateur, 



j 
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il suffit donc de calculer les mêmes éléments relatifs à cette der- 
nière sphère. 

En appelant a:<,^<, z^ les coordonnées rectangulaires de son 
centre et R| son rayon, elle aura pour équation 

(X-a;,)3-+-(Y-j^0*-H(Z-z,)»=Rî, 
et ces quatre inconnues dépendront des équations simultanées 

(1) (ar-arO*H-(7-7i)*-+-(--^i)* = Rî, 

( a ) (x — Xi )dœ -+- (y — ^j )dy -\-{z — Zi)dz = Oy 

^^ \ = -(dx^-^dyi-^dz^)= -ds^ (21), 

(4) (dyd^'Z-dzd*y){x^Xi)^-(.,.)(y—yi)-^(...){z-Zi)=o, 

où x^ y, z spnt les coordonnées du point considéré sur la ligne, 
et où, pour faciliter l'écriture, leurs différentielles ont été sub- 
stituées à leurs dérivées par rapport à la variable auxiliaire tj en 
fonction de laquelle nous les sous-entendons exprimées. Les trois 
premières équations expriment, en effet, que la sphère a un con- 
tact du second ordre avec la ligne au point (.r, y, z) (5o), et la 
dernière, que son centre est situé dans le plan osculateur à 
celle-ci (89). 

Les équations (2), (3), (4) sont du premier degré par rapport 
aux différences :r — x^^y — /«, z^Zx prises pour inconnues, et 
le déterminant des coefficients de celles-ci se réduit à 

( 5 ) ùi={dyd^z^dz d*yy 4- (dz d^x — dx d^zy h- {dx d^y - dy d^xy ; 

on trouvera donc, par les formules de Cramer, 

__ \dy(dx d*y — dy d^x) — dz(dzd\x — dx d*z)] 

X '^■~ X\ — . ' ~ CIS < 

formules où les numérateurs des fractions se déduisent du premier 
par des permutations circulaires des lettres Xyy, z. 

Si maintenant on ajoute les carrés des trois numérateurs, on 
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trouvera facilement pour leur somme 

^[dx{dyd^z--dzd^y)-^dy{dzd^x^dxd^-z)^dz{dxd^y — dyd^x)Y = \ds^. 
L'équation (i) donne donc 

3 

^ - (dx^-^dv^-^dz^)^ 

(7) Ri= \ J ^ 



\/{dy d'-z — dz d^y)* -h {clz d^x — dx d^ 5)» -1- {dx d^-y — dy d*x)^ 

expression qui ne peut s^ évanouir en aucun point (ordinaire) 
de la ligne considérée (10). 

D'après les formules (6), (7), le cercle osculateur ne cesse 
d'exister qu'aux points (réels) de la ligne, où les binômes dont la 
somme des carrés fournit A s'évanouissent numériquement tous 
trois, c'est-à-dire (86) aux points où elle a un contact du second 
ordre avec sa tangente. 

Mais alors, à cause de l'ordre de ce contact, et de ce que cette 
droite est la forme limite d'un cercle de rajon infini, on peut la 
considérer comme tenant lieu de cercle osculateur. On peut con- 
stater d'ailleurs qu'elle est la forme limite du cercle osculateur 
construit en un point de la ligne infiniment voisin de son contact. 

La théorie dont nous nous occupons, s'applique ainsi à toutes 
les lignes courbes, sur lesquelles les points en question sont 
exceptionnels, mais non aux lignes droites dont tous les points 
sont au contraire de cette sorte et que nous excluons de nos 
recherches. 

Quand la ligne est un cercle, son cercle osculateur se confond 
avec elle en tout point; si non, l'ordre du contact entre elle et lui 
ne peut surpasser 2 qu'en des points exceptionnels (71). 

176. L'introduction de l'arc s permet de donner à l'expression 
de R« deux autres formes utiles. 

I. On trouve facilement 

A ^ {dx^ -^ dyi -\- dz^)[{dix)^ -h (d^y)^ -^ (di zy- ] 
— (dxd^x -hdyd^y-f dzd'^zy, 

puis, en difTérentiant la relation de définition 

(8 ) dx^ -\- dy^ 4- dz'^ = ds^, 
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cette s^utre du second ordre 

(9) dx d^x -\- dy d^y -^ ds d* z = ds d* s, 
d'après quoi l'expression de A ci-dessus se réduit à 

l = [{d^xy'h{d^y)^-h{d*z)i^{duy]ds^, 
et la formule (7) à 

ds^ 

(10) R,= 



\/(dix)^ -+- {d^yy -h (d^zy --{d^sy 

IL On a 

(dx \ dx dx 

ûf5 -7- ) = d'^s —r -r-dsd -z-f 
ds I ds ds 

avec des transformations analogues pour d^y^ d^z. 

En ajoutant ces trois transformations élevées au carré, il vient 

{d^xy^{d^yy-^{d^zY=]^{^y-^,.^(dUY 

et le premier terme du second membre se réduit à {d^sY^ à cause 
de la relation (8) écrite 



m< 



s)'*(ë)'='. 



tandis que celle-ci diflerentiée 

dx - dx dy . dy dz , dz _ 
ds ds ds ds ds ds 

fait évanouir le dernier terme. La formule (10) devient donc 

177. L'introduction de ds^ d'^s simplifie aussi les formules (6) 
fournissant les coordonnées du centre du cercle osculaleur. En 
ayant égard à (8), (9), on obtient d'abord 

dy{dxd^y — dyd^x) — dz{dzd^x — dxd^z) 

= dx{dyd^y -h dzd^z) — d^x{dy^ -{- dz^) 

dx 
= — ds(dsd*x — dx d^s)= — ds^d -j-- 

^ ds 
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D'autre part, on a, comme nous venons de le voir implicite- 
ment (176), 

— [(■'ë)'-(^S)*-(4)'j' 

moyennant tout quoi les formules (6) se réduisent à 

r ds n t ^ 

X—Xt= — \ -J-— ; -.-— ^r— — \d--f y 



mM^M^m 



ds 



178. Le centre *du cercle osculateur étant sîtué dans le plan 
normal à la ligne en son point de contact (121), son rayon allant 
à ce même point est celle des normales à la ligne de même pied 
qui est située dans le plan osculateur; on la nomme la normale 
principale. Elle est évidemment représentée parles équations (2), 
(4), si Ton y considère x^yi 2, comme des coordonnées courantes ; 
car la première est celle du plan normal (122), l'autre est celle 
du plan osculateur. 

Les cosinus des angles que fait avec les axes sa direction, c'est- 
à-dire celle allant de son pied au centre du cercle osculateur, sont 
évidemment proportionnels et de mêmes signes aux quantités 
Xi — a;, jK« — yy Zi — z dont les formules (i3) fournissent les 

valeurs, par suite à 

, dx , dy , dz 
a -j-y a -j-y a -,-> 
as as as 

différentielles des cosinus caractérisant une direction déterminée 
de la tangente, pourvu cependant que Varc s ait été compté 
dans le sens où il croît avec t. On peut donc prendre aussi pour 
équations de la normale principale 

X - .r Y — r Z — 3 



<t4) 



jdx dy dz 

ds ds ds 



si toutefois il ne s'agit pas de l'un des points exceptionnels dont 
nous parlions tout à Theure (175, in fine). 
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179. L'axe du cercle osculateur, lieu évident des centres des 
sphères ayant avec la ligne au point considéré un contact du 
second ordre au moins (58), (o9), se nomme la droite polaire de 
celle-ci pour ce point. En considérant toujours ^n^i, ^i comme 
des coordonnées courantes, cette droite est représentée par l'asso- 
ciation des équations (2) et (3) appartenant à des plans évidem- 
ment perpendiculaires à celui du cercle osculateur et passant tous 
deux par son centre. 

La position de la droite polaire dépend du seul paramètre t^ 
en fonction duquel nous supposons exprimées les coordonnées du 
point courant de la ligne; l'équation (3) résultant précisément de 
la diflerentiation, par rapport à t, de l'équation (2) appartenant au 
plan normal, la droite polaire est la génératrice de la surface 
développable qu'enveloppent les plans normaux (130, I). Cette 
dernière porte le nom de surface polaire de la ligne. Il en résulte 
(111) que la droite polaire est la position limite de l'inter- 
section du plan normal par celui ayant pour pied un point 
infiniment voisin. 

Quand la ligne considérée est sphérique, son plan normal 
passe sans cesse par le centre de la sphère qui la contient, sa 
droite polaire aussi, et sa surface polaire se réduit à quelque cône 
ayant ce centre pour sommet. 

Quand elle est plane, la surface polaire se réduit à un cylindre 
(186, m/.). 

180. Les considérations précédentes nous permettent de com- 
pléter la propriété du plan normal signalée au n® 123 : la distance 
d'un point fixe (a, 6, c) de ce plan à son pied (.r, y^ z) est 
maximum ou minimum selon que, dans le plan normal, ces 
deux points sont séparés ou non par la droite polaire. 

La demi-dérivée seconde du carré de la distance considérée, 
prise par rapport à la variable auxiliaire t dont dépend la position 
du pied du plan normal, est eOectivement 

quantité essentiellement positive quand (a, 6, c) coïncide avec 

(x, y^ z). Elle est donc négative ou positive selon que ces deux 

M. - IV. 12 
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points sont de part et d'autre ou non, du plan que représente 
Téquation (3), aux coordonnées courantes x,y, z^ plan qui trace 
précisément la droite polaire sur le plan normal (87***, I). 

On peut ajouter qu'iV n^y a ni maximum, ni minimum, 
quand (a, 6, c) se trouve, sur la droite polaire, ailleurs qu^au 
centre de la sphère osculatrice (188 et suiv., in/,); car alors la 
dérivée seconde ci-desslis s'évanouit, à Texclusion de la troisième. 
Quand ce point coïncide avec le centre en question, la dérivée 
troisième s'annule, et il y a maximum ou minimum, sauf le cas où 
l'ordre du contact de la sphère osculatrice s'élèverait au-dessus de 3. 

181 . On nomme quelquefois binormale à une ligne en un point, 
celle des normales de ce pied qui est parallèle à la droite polaire 
correspondante, et plan rectifiant son plan tangent mené par la 
binormale. L'enveloppe du plan rectifiant est une surface déve- 
ioppable, dite rectifiante, et la génératrice de celle-ci est la droite 
rectifiante de la ligne. 

182. Les rapports —r^ -j^y -7 y figurant dans les relations (i i), 

(i3), (i4)» sont précisément les cosinus caractéristiques d'une 
direction déterminée de la tangente à la ligne, au point en ques- 
tion (84); ce sont donc les coordonnées Ç, t), Ç, fonctions de t 
aussi, d'une certaine ligne située sur la sphère de rayon =i, 
ayant l'origine pour centre, que l'on appelle V indicatrice sphé- 
rique de la- ligne considérée. Quand cette dernière se réduit à 
une droite, son indicatrice dégénère en un simple point; mais, 
comme ce cas a été exclus (175), elle est toujours une véritable 
ligne, dont les points sont certainement ordinaires quand ils 
<:orrespondent aux points {réels) de la courbe proposée qui 
sont ordinaires et où la tangente n'offre pas un contact 
d'ordre > i . 

La formule (12) montre effectivement que les égalités simul- 
tanées 

, dx , dy . dz 
a -y- TTz a -~- ^ a -r- — o 
as as as 

entraînent A = 0, et par suite, puisqu'il s'agit par hypothèse d'un 
point réel de la courbe proposée, la nullité simultanée des trois 
binômes dont les carrés figurent dans la formule (5) (86). 
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183. En nommant maintenant d Tare de rindicalrîce sphérique 
commençant à un point fixe quelconque de cette ligne, on aura 



et si l'on s'est arrangé de manière que cet arc croisse en même 

temps que 5, arc de la courbe considérée, la formule (ii) peut 

s'écrire 

-, ds ds d<T ,. [ ^s A(t"1 ,. As 

* d(s dt dt Ys^t A^J Ad 

Le rayon d'un cercle oscillateur est ainsi la limite du rap- 
port d'un arc infiniment petit, mesuré sur la courbe à partir 
du point de contact, à l'arc correspondant de son indicatrice 
sphérique. 

Si 8 est la longueur de l'arc infiniment petit, découpé par les 
extrémités de l'arc At sur le grand cercle de la sphère de rayon 1 

qui passe par l'une et l'autre, le rapport — tend vers 1 , limite 

commune des rapports des arcs 0, At à la longueur de la corde 
qui les sous-tend tous deux (23). On a donc aussi 

d'oii, en remarquant que est précisément l'arc du cercle de 
rajon = i qui mesure l'angle formé par les directions de même 
nom des tangentes à la courbe au point dont il s'agit et au point 
infiniment voisin : le rayon du cercle osculateur est la limite 
du rapport d'un arc infiniment petit, mesuré sur la courbe à 
partir du point de contact, à V angle formé par les tangentes 
à ses extrémités. 

La relation lim-^ = i a fait donner à la différentielle rfo- le nom 

à^ angle de contingence de la courbe au point considéré. 

184. Pour un arc de courbe ne contenant aucun point en lequel 
le contact de la tangente s'élève au-dessus du premier ordre, tel, 
par suile, que l'arc correspondant de l'indicatrice sphérique n'offre 
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aucun point singulier (183), on nomme courbure totale l'angle 
formé par les directions de même nom des tangentes à ses extré- 
mités, el courbure moyenne le quotient de la courbure totale par 
la longueur de cet arc. La courbure en un point est la limite de 
la courbure moyenne d*un arc inGniment petit, conunençant à ce 
point. 

D*après cette définition et la formule (id), la courbure (Tune 

ligne en un point est égale à jt-» inverse arithmétique du 

rayon du cercle osculateur en ce point. 

Un cercle donné se confondant avec son cercle osculateur con- 
struit en l'un quelconque de ses points (70), sa courbure est con- 
stante et égale à l'inverse de sou ra\on. En tout point d'une 
ligne y sa courbure est donc égale à la courbure uniforme du 
cercle osculateur correspondant. C'est pourquoi on nomme 
souvent le cercle osculateur, son rayon et son centre, cercle, 
rayon et centre de courbure de la ligne au point considéré. 

Si Ton veut étendre cette notion jusque-là, une ligne droite a 
sa courbure toujours nulle, 

185. On remarquera que la tangente à l'indicatrice sphé- 
rique est parallèle à la normale principale à la courbe au 
point correspondant; ses cosinus directeurs sont eflectivement 
proportionnels à d\^ dr^^ cl^, dénominateurs des rapports figurant 
dans les équations (i 4) de la normale principale. 

186. Quand il s^agit d'une courbe plane, dont nous prendrons 
le plan pour celui des xy, on a z = dz = d^z = Of quelle que 
soit t, et Z| = o, aussi, parce que le plan osculateur est le plan 
même de la courbe. Les formules précédentes se simplifient beau- 
coup et deviennent 

(ar-;r,)'-f-(^-^i)«=R«, 

(i6) (a? — ar,)é£a:-+-(j^— ^i)rfj^ = o, 

(dx^-^-dy^)^ ds 



(i8) R,= 



(la: d^y — dy d* x 



/(^§)"-(^S)" 
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En divisant par dx^ les deux termes de la première expression 
de R|, et prenant x pour variable indépendante, on obtient cette 
autre formule très emploj^ée dans l'étude des courbes planes 



R^ = ±J 



['<m] 






La normale principale (178) est alors dans le plan de la courbe 
et se confond avec sa normale proprement dite {Cf. 125). Les 
droites polaires (179), toutes perpendiculaires au plan de la 
courbe, plan osculateur commun à tous ses points, sont paral- 
lèles, et la surface polaire est un cvlindre. 

L'indicatrice sphérique (182) se réduit à une circonférence, 
parce que les tangentes à la courbe sont toutes situées dans son 
plan (92), et qu'ainsi les rayons de la sphère de rayon i aboutissant 
aux points de l'indicatrice sont tous aussi dans un même plan. 

187. Pour une ligne plane, le lieu du centre du cercle oscu- 
lateur coïncide avec l^ enveloppe des normales (principales). 
Car, en considérant ar^, y^ comme des coordonnées courantes, 
ce centre est l'intersection des droites (i6), (17) au paramètre 
unique /, et l'équation delà seconde se forme précisément en dif- 
férenliant la première par rapport à < (102). Il en résulte (97) que, 
pour chaque point de la courbe^ le même centre est la position 
limite de la trace, sur la normale principale en ce point, de la 
normale de pied infiniment voisin. 

Cette propriété appartient exclusivement aux courbes 
planes; car les équations de la normale principale à une courbe 
quelconque pouvant être écrites (178) 



"—("è)^' "-^-("S)^. ^'-("S)^. 

la propriété pour elle d'avoir une enveloppe exige (98) la condition 



d^ 



dx 
'ds 

^ dx 
dx 



ds 



dy 
ds 

ds 

as 



dz 
ds 

, dz 



= 0, 



rf« 



dz^ 
ds 
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d'où, comme au n** 89 {injine)^ 

^ dx dy dz 

\, |x, V désignant certaines constantes, puis multipliant par ds^ 
intégrant et appelant xs une quatrième constante, 

moyennant quoi la courbe considérée est nécessairement plane. 
La réduction du déterminant ci-dessus, exécutée après le déve- 
loppement des éléments de ses deux dernières lignes, ferait d'ail- 
leurs retomber sur l'équation (lo) elle-même du numéro cité. 



Sphère osculatrice. ~ Torsion. 

188, Une sphère indéterminée dans l'espace pouvant être 
amenée à passer par quatre points arbitrairement donnés (non 
dans un même plan), peut aussi bien être assujettie à offrir un 
contact du troisième ordre avec une ligne donnée (non plane), en 
un point donné de celle-ci (6o); elle est alors la sphère oscula- 
trice à cette ligne, en ce point, parce que la condition de faire 
naître le contact en question, la détermine complètement, ainsi 
qu'on va le voir. 

Elle passe par le cercle osculatcur, parce qu'elle trace sur le 
plan osculateur un cercle ayant, avec la ligne, au point considéré, 
un contact d'ordre a au moins (59), (174); son centre est donc 
sur la droite polaire (179). 

La proposition générale du n° 62 permet de la considérer de 
bien des manières comme position limite de sphères variables 
ayant certains rapports avec la ligne. Elle jouit de cette pro- 
priété relativement à chacune des sphères spécifiées ci-après : 

Celle passant par quatre points de la ligne, infiniment 
voisins du point de contact; 

Celle passant par trois semblables points, avec un contact 
du premier ordre avec la ligne en l'un d'eux; 

Celle ayant en deux semblables points des contacts du 
premier ordre avec la ligne; 
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Celle passant par deux points de ce genre, avec un contact 
du second ordre avec la ligne en l'un d*eux. 

189. En appelant x-i^y^^ z^^ R2 les coordonnées rectangulaires 
du centre de la sphère osculatrice au point (j:,j^, z) et son rayon, 
en conservant les notations ordinaires, ces quatre quantités sont 
déterminées par les quatre équations 

(2) {x — Xi)dx-r-{y—y{)dy-^{z —z^)dz^o, 

(3) { X — Xi) d^ X ^ { y — y^) d^y -\~ {z ~ Zi)d^z ~ — ds^, 

(4) {-^ ~ ^i)d^x -hiy —yi)d^y -\-{z — Zi)d^ z = — ^ ds d^Sj 

exprimant que la substitution des coordonnées du point courant 
de la ligne dans Téquation de la sphère osculatrice en annule le 
premier membre et ses trois premières dérivées par rapport à la 
variable auxiliaire t (5o). Nous connaissions les trois premières 
équations (175); quant à la dernière, elle provient de la combi- 
naison de la troisième, difTérentiée une fois, avec la relation (9) 
du n« 176. 

Les trois dernières équations font connaître X2t y^i^ Z2] leur 
résolution suivie d'une transformation facile donne 

dx dy dz 

f j - , dv d'Z — dz d-y \ ,. . . 

x-'Xi = lds»d ,-.- ^ : d^x d^y d^ z , 

(5; / \ "* / 

^ , d^x d^y d^z 

y yi ^^ • • . , z — Z'2 -'-.•. , 

formules dont les deux dernières se déduisent de la première par 
les permutations circulaires des lettres x^ y, z. L'équation (i) 
donne ensuite Rj. 

Ces résultats sont illusoires dans le cas seulement où le déter- 
minant qui leur sert de dénominateur commun vient à s'évanouir, 
c'est-à-dire (89) aux points de la ligne (supposée non droite) 
où l'ordre du contact du plan osculateur surpasse 2. Si alors celui 
de la tangente surpasse i, les équations (2), (3) sont évidem- 
ment incompatibles (86), et la sphère osculatrice n'existe pas 
à proprement parler; mais un certain plan tangent offre avec la 
ligne un contact d'ordre maximum > 2 (89), et il pourra être 
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considéré comme remplaçant la sphère osculatrice. Si non, le 
cercle osculaleur existe (17S), et le plan osculateur a un contact 
d'ordre > 2 (89). Quand le contact du cercle osculateur n'est 
que d'ordre 2, la sphère osculatrice disparait, puisque, autre- 
ment, sa trace sur le plan osculateur serait un cercle dont le 
contact avec la ligne serait d'ordre > 2, et le plan osculateur 
peut être censé la remplacer. Quand le contact du cercle oscu- 
lateur est d'ordre ]>• 2, toutes les sphères passant par lui, oflTrent 
avec la ligne un contact d'ordre ^3 (S8); l'une d'elles, du moins 
en général, aura un contact d'ordre maximum > 3, et sera la sphère 
osculatrice; à son défaut, le plan osculateur en tiendra lieu. 

Si le déterminant dont nous parlons, s'évanouit, quelle que 
soit t, la ligne est plane (89, in finé)^ et réciproquement. La 
notion de sphère osculatrice est donc inapplicable à une ligne 
plane (à une droite, à plus forte raison), à moins qu'on ne veuille 
considérer son plan comme lui en tenant lieu. 

L'ordre du contact de la sphère osculatrice avec la courbe, 
peut s'élever accidentellement au-dessus de 3, sa valeur normale; 
mais, sauf pour une courbe sphérique, en tous les points de laquelle 
sa sphère a le caractère osculateur, celte particularité ne peut se 
présenter qu'en des points exceptionnels de la ligne (71). 

190. En considérant x^^ y^^ z^ comme des coordonnées cou- 
rantes, et i comme un paramètre, l'équation (2) représente les 
plans normaux à la ligne; accouplée avec (3), résultat de sa difie- 
rentiation par rapport à ^, elle représente leur enveloppe, c'est- 
à-dire la surface polaire (179). Associée enfin avec la même et 
l'équation (4), résultat d'une nouvelle différenliation exécutée 
sur celle-ci, elle représente l'arête de rebroussement de la surface 
polaire (150, lil), ou arête polaire. En d'autres termes, le centre 
de la sphère osculatrice a l'arête polaire pour lieu géomé- 
trique. 

Ces observations, combinées avec la théorie des surfaces enve- 
oppes (109 et suiv.)^ donnent les propositions suivantes : 

Le lieu du centre de la sphère osculatrice est Venveloppe de 
la droite polaire. 

Ce centre est la position limite de l'intersection^ soit des 
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plans normaux construits en trois points de ta ligne infini- 
ment voisins de celui que Von considère, soit d^un plan nor^ 
mal et de la droite polaire construits pour deux semblables 
points, 

191. On remarquera, en passant, (\\\*aux points correspon- 
dants de la courbe considérée et de son arête polaire, les 
normales principales aux deux lignes sont toujours parallèles. 

Un calcul facile le monlrerait; mais, la chose étant de peu d'im- 
portance, nous nous contenterons d'observer : i° que la normale 
principale de l'arête polaire est la perpendiculaire à la droite 
polaire, sa tangente, menée dans son plan osculateur, plan normal 
à la courbe (178); 2® que celle de la ligne proposée est de même 
perpendiculaire à la même droite polaire et située aussi dans le 
même plan normal. 

192. Pour une courbe plane, le plan osculateur en un point 
mobile sur elle conserve une position invariable; mais son orien- 
tation varie forcément pour une courbe gauche, et l'angle formé 
par deux plans osculateurs, construits aux extrémités d'un arc 
emprunté à une pareille courbe, mesure en quelque sorte sa 
déviation de la forme plane; on nomme cet angle, la torsion 
totale de cet arc. La torsion moyenne du même arc est le quo- 
tient du même angle divisé par la longueur de l'arc, et la torsion 
en un point est la limite de ce rapport, pour un arc infiniment 
petit mesuré sur la courbe à partir de ce point. Ce nouvel élé- 
ment de dissemblance d'une courbe gauche avec une droite, la 
plus simple des lignes, s'en nomme quelquefois la deuxième cour- 
bure, par opposition avec la courbure proprement dite (184) qui 
reçoit alors le nom Ae première courbure. 

Le plan osculateur étant sans cesse perpendiculaire à la droite 
polaire, et celle-ci enveloppant Tarête polaire (190), la torsion 
totale d'un arc de la courbe considérée est égale à la courbure 
totale de l'arc correspondant de l'arête polaire (184), c'est-à-dire 
à ± At2, longueur de l'arc correspondant de l'indicatrice sphé- 
rique de cette dernière ligne (182). Sa torsion moyenne est 

donc ± ^9 et sa torsion au point dont on s'occupe, à ± -^; 
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on la représente habituellement par = > et Tartifice suivant va nous 

en procurer l'expression. 
En posant 

( k -^ dy d'Z — dz d^y, H = dz d-x — dx d^z, 
I C = dxd^-y — dyd^x, 



(6) 



coefficients des coordonnées dans Péquation du plan oscula- 
leur, et 



(7) 



A 

A- - -, 



B C 

ji — - — » V -^ 



y/A ' /a 

cosinus des angles formés avec les axes par une direction déter- 
minée de la tangente à l'arête polaire (droite polaire) (179), 
A conservant sa signification dans la formule (5) du n° 175, on a 
d'abord 



(8) 



Xdx -^- iidy -^v dz 
X d*x -+- [1 d^y -+- V d^z 



— o, 



= o. 



à cause de (6), puis 

(9) dl dx -+ du. dy -h rfv dz 



— o. 



relation déduite de Téquation (8) différentiée et combinée avec 
la suivante, puis encore, en vertu de (7), 

(10) X»-+- [JL*-^ yî — 1, 

d'où, par diflférentiation, 

(11) X rfX -4- [X ^{x -4- V f/v — o. 

On a enfin par définition 

(12) d(Si ^ ±1 ^dki~-\- d\L^-^ d^r-. 

En multipliant ligne à ligne, on trouve ensuite 



(i3) 



dx 


dy 


dz î 


dx^ -f- . . . 


X dx -r- . . . 


d\ dx H- 


X 


V- 


V 1 — 


X dx ~r- . , . X'^ -t- . . . 


Xd). ^ 


dk 


d^ 


c/v , 1 


dkdx -\-. , . X û?X -f- . . . 
ds'^ 
I ' — ds' c^t|, 


d\^ -^ 








, d<s\ 
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d'où 



(•4) 



^,.= ±3jr, 



en ajant égard à (8), (9), (10), (11), (12), et en représentant 
par r le déterminant dont nous venons de former le carré. 
Les relations (7) et les résultats de leur différentiation, 



dk 



/Â.r/A— A rf/Â 



— » 



C/[JL - . . . , </v rrr . . . , 



donnent immédiatement 







dx 






• • • 


• 1 


(i5; 


r :r 








• ■ ■ 


• « 






d\ 


A 

A 


d^ 


■ • ■ 


• 


si, poi 


ir abréger, 


on pose 




dx 


dy 


dz 


(16) 




U: 


"7^ 


A 

dX 


B 
dB 


C 
dC 



-i"' 



En multipliant ligne à ligne les déterminants U et 



(17) ^^- 



il vient 



U5 = 



dx dy dz 

d^x d^y d'^z \ r-. Xd^x-^Bd^y-r-Cd^z (6), 

d^x d^y d^z \ 



dx^ - ... 


dx d^x -h . . . 


dxd^x -^ . . . 


Xdx H- . . . 


X d^x -+-... 


X d^x -h . . . 


dX dx — ... 


dX d^x -+-... 


dX c?3 a? -+- . . . 


dx^ -r-... 


dx d^x -h . . . 


dxd^x-r-.,, \ 








5 





-G 






si l'on tient compte des relations (6), (17), et 



= S»c?5S 



(18) 



dX = d{dyd'^z^ dz d^y) = dy d^z — dz d'y, 
dB = . . . , dC = . . . , 
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d'où, G ne pouvant être supposé nul qu'en des points excep- 
tionnels (189), 

(19) V^^ds^. 

Il suffît maintenant de combiner les relations (i4)> (ï5)i (^9) 
et (5) du n° 17S pour obtenir l'expression de la torsion cherchée 



(10) 



T 


ds A 






dx dy 


dz 


— -4- 


d^x d^y 


d^z 


• 


d?x d^y 


d^z 



:[{dy d^z — dzd'^yY -^{, . .y-^{, . .y]. 



Cette formule ne devient illusoire qu'aux points (réels) de la 
courbe considérée, où la tangente acquiert avec elle un contact 
d'ordre >• i ; pour la discuter, il faudrait changer / en / 4- A, puis 
développer les deux termes de la fraction en séries entières par 
rapport à A; la conclusion de cette discussion dépend des ordres 
relatifs des contacts de la courbe avec sa tangente et son plan 
osculateur; nous ne pouvons nous arrêter à ce détail. 

La torsion s'évanouit certainement quand le numérateur est 
nul mais non le dénominateur, c'est-à-dire (86), (89) aux points 
où les ordres des contacts de la courbe sont = i avec sa tangente 
et >- 2 avec son plan osculateur. Quand elle est nulle quelle que 
soit f, le numérateur est nul identiquement, et la courbe est 
nécessairement plane {loc. cit.). 

La différentielle rfo-a? angle de contingence de l'arête po- 
laire (183, in yine)^ se nomme Vangle de torsion de la 
courbe considérée; on obtient son expression (au signe près), 
en multipliant par ds le dernier membre de la formule (20). 

Le rayon de première courbure étant égal à l'inverse arithmé- 
tique de celle-ci (184), on a donné aussi à T, inverse de la torsion, 
le nom de rayon de torsion, assez impropre puisqu'il n'y a ni 
cercle, ni sphère enjeu naturel. 

193. Il est remarquable que l'expression (20) de la torsion 
absolue soit rationnelle par rapport aux différentielles (mieux, 
dérivées) des coordonnées de la ligne, bien que rapport de diffé- 
rentielles d'arcs qui ne le sont, ni l'une, ni l'autre. La torsion 
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algébrique est la valeur de la fraction précédée du signe ± dans 
le dernier membre de la même relation (20); son signe, identique 
à celui du numérateur G (17), parce que son dénominateur est 
une somme de carrés, détermine celle des deux allures spéciales 
que la courbe peut oflfrir dans le voisinage du point considéré, et 
que nous allons distinguer. 

Le signe de G est identique à celui de U (19), par suite (i5) 
à celui de T, déterminant dont le carré constitue le premier 
membre de la relation ( i3). Or, ce déterminant V étant composé 
avec dx^ dy^ dz, X, [x, v, cosinus directeurs de la normale au plan 
osculateur, exactement comme le déterminant (i bis) du n** 164 
l'est avec dx^ dy^ dz^ $, vi, Ç, les considérations du n" 164 bis 
conduiront immédiatement à l'observation suivante : Si les axes 
coordonnés ont la disposition mentionnée au lieu cité, et 
selon que la torsion sera positive ou négative, un observateur 
placé les pieds en {x^y^ z), la tête en {x'^y'^ z')^ point infini- 
ment voisin du précédent sur la ligne considérée, verra s'être 
effectuée de sa gauche vers sa droite, ou en sens contraire, la 
rotation de la normale au plan osculateur (ou de ce plan lui- 
même, ou de la normale principale) passant de la posi- 
tion (Ç, 7i, Ç) à la position ($', 7\', IJ'). 

Quand les axes offrent la disposition précitée, la torsion est, 
par exemple, négative pour les hélices dextrorsum, mais positive 
pour les hélices sinistrorsum (133). 

194. Le rayon R2 de la sphère osculatrice s'exprime au moyen 
de R^, T, rayons de la première courbure et de la deuxième, 
d'une manière assez simple pour que nous la rapportions. Nous 
abrégerons beaucoup les calculs en prenant s pour variable auxi- 
liaire (20), ce qui rend rf*5 = rf'5 = . . . = o. 

Dans cette hypothèse, et en tenant compte de (6), (17), les for- 
mules (5) prennent la forme simple 

a: — a?, = — flTA, y — yi^-^dB, ^ — 5j = -^ rfC, 
et l'équation (1) donne alors 



U« =^ G* ds^ ^ 
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Cela posé, on tire des formules (i6), (19), 

dx* -+-... A dx -r- . . . dA. dx -f- . . . 
A dx H- . . . A' -I- . . . A d\. 
dX dx -T-. . . A d\ -r- . . . dX^ 

ds^ o o 
o A ^^A 

{d\ dX^ -^ dB^ -^ dC^ . 



(17.) 



O 



rf5«.A(f/A»-+-rfB*-hrfC*) 



ds^ 



rfA«, 



à cause des réductions fournies par les relations (6), (18), et (5) 
du n° 175. De (21) et (22), on conclut, moyennant (19), 






ds^ ds^ rfA* _ ds^ 



^*n» 






ou bien, finalement, en ajant égard aux formules (5), (7) du 
numéro cilé et (20), 

formule où rien n'empêche maintenant de supposer que t est 
redevenue la variable indépendante. 



Développées. 



195. L'étude de la distribution des normales à une ligne courbe 
conduit à des résultats intéressants, que nous avons à faire con- 
naître. Le plan normal à une ligne donnée dépend du seul para- 
mètre ^, variable auxiliaire en fonction de laquelle nous suppo- 
sons exprimées les coordonnées de son pied courant; mais la 
normale, droite quelconque de ce plan passant par son pied, peut 
être assujettie à une seconde condition (consistant, par exemple, à 
rencontrer quelque autre ligne donnée), et, par suite, elle appar- 
tient à une famille à deux paramètres. On peut 'donc (103, I) 
partager cette famille en une infinité de tribus, dans chacune 
desquelles les normales ont une enveloppe linéaire. Ces enve- 
loppes sont les développées de la courbe proposée. 

Pour les trouver, il suffit d'appliquer la méthode du n** 98, 
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propre aux enveloppes de droites. En désignant par x^ y^ z les 
coordonnées rectangulaires du pied d'une normale, fonctions 
données de t^ et par Ç, r^, Ç ses cosinus directeurs, fonctions de 
même nature, les équations de cette droite seront 

avec les conditions 

d'où 

(3) \ d\ -^ r^ (h, ~\- ;e/C = o 

et 

(.1 ) \dx -r-T^dy -\-X^ dz = o, 

cette dernière exprimant que la droite (i) est bien une normale 
à la courbe en son point courant (a:, y^ z), 

La condition pour que cette normale ait une enveloppe est 
(^loc, cit.) 

dx dy dz i 

(5) « r, Ç ' =-o. 

, rff dr, c/; 1 

Les équations (2), (4), (5) serviront à calculer Ç, r,, ^ en fonc- 
tion de ^, après quoi les équations de la développée se formeront 
en portant dans les équations (i) l'expression de T en /, tirée des 
équations (5) du numéro cité qui s'écrivent ici 

i dx-^~\{d1 - iadt)-h ^t.T^o, 

(6) I dy -^ Tt{dT - iti dt) -^ dr^.T --. o, 

( ds -+- ;(6rr - - w c?0 -+- ûTJ.T = o, 

et donnent, après multiplication par dx^ dy, dz^ puis addition 
membre à membre avec prise en considération de (4), 

_ dx^ -\- dy^ -^ dz^ 

(7) * = 



dx d\ -h dy dr, -h dz d^ 

196. Les propriétés générales des développées sont des consé- 
quences très simples de ces diverses formules. 

L Le système à intégrer pour avoir S, y,, ^ comprend deux 
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équations finies (2), (4) et une seule équation diflTérentielle (5) 
qui est du premier ordre; donc, ces quantités , par suite l'équa- 
tion générale des développéesy renferment une seule constante 
arbitraire, et le nombre de ces lignes est illimité. 

ir. Toutes les développées sont situées sur la surface polaire y 
enveloppe des plans normaux à la ligne considérée (179). 

Car, en ajoutant les équations (i), multipliées par dx^ dy^ dz 
et ayant égard à (4), il vient 

(8) {\^x)dx'^{\—y)dy+{Z — z)dz=Q, 

En faisant la même opération avec rf^x, d^y^ d-z^ ayant égard 
au résultat de la dilTérentiation de Téquation (4), 

{ d^x -+- r^ d^y -h Ç d'^z — — (d^dx-h dr^ dy 4- dX, dz), 

et à la formule (7), il vient 

(9) (\ — x)d^x-^(\—y)d^y'h(Z — z)d^z=z dx^ -^ dy^ -h dz^. 

Or, les équations (8), (9) sont celles de la surface polaire 
(loc, cit.). 

On remarquera Taccord des conclusions de ces deux alinéas 
avec les considérations générales du n^ 103. On notera aussi que 
la normale générale, considérée comme droite à deux para^ 
mètres, a pour enveloppe-surface la surface polaire, lieu de 
ses enveloppes linéaires. 

[La même droite rencontrant la ligne considérée, une infinité 
de fois en chacun de ses points, elle admet encore celle-ci comme 
enveloppe affectée de dégénérescence linéaire (104, I), et on 
Tobtiendrait effectivement à ce titre, en appliquant la méthode 
générale du n** 103 à la normale représentée par Taccouplement 
de l'équation du plan normal à celle d'un plan tangent indéter- 
miné en son pied. Mais notre méthode particulière ne peut la 
fournir, parce qu'elle implique la supposition tacite que, pour les 
enveloppes linéaires, cherchées transitoirement, Ç, rj, t^ sont des 
fonctions de t {Cf. 132, infine)^. 

III. Chaque développée est une ligne géodésique de la sur- 
face polaire (29). 

En effet, les équations (6), ajoutées après multiplication par ^, 
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r,, t^ et prise en considéralîon de (2), (3), (4), donnent 

(10) dT — uidt = o, 

puis 

r.,^ d'^_^dn_di: 

^"') di^dP^dz' 

Or, $, r^, Ç étant les cosinus directeurs de la tangente à la déve- 
loppée, t/Ç, dr^, d^ sont proportionnels à ceux de sa normale prin- 
cipale (178); celle-ci coïncide donc avec la normale à la surface 
polaire, puisque, en vertu des relations (11), elle est parallèle à 
la tangente à la courbe considérée, laquelle est perpendiculaire 
au plan normal, tangent à la surface polaire. 

IV. La longueur d'un arc de développée est égale à la diffé- 
rence des segments des normales à la courbe proposée, tan- 
gentes en même temps à cet arc en ses extrémités, qui sont 
compris entre leurs contacts avec l'une et leurs pieds sur 
Vautre, 

En différentiant les équations (1) après avoir substitué à T son 

expression (7) en /, et en ayant égard aux relations (6), (10), on 

trouve 

d\ = $ e/T, d\ = T^ rfT, dZ = X,dT, 

puis, en ajoutant les carrés membre à membre et ajantégard à(2), 
(12) rfX* -+- rfY» -h rfZ» = dl^ = f/S», 

carré de la différentielle de l'arc de la développée. Les équa- 
tions (i), (a) donnant d'autre part 

T est précisément la distance des points (^, y^ 5), (X, Y, Z), 
segment découpé sur la tangente à la développée par son point de 
contact et son pied sur la courbe. En supposant donc Tare S 
compté dans un sens convenable, la relation (12) conduit à 



d'où, en intégrant, 



et, par suite. 



ûfS -h rfT = o, 

S H- T = const. 



S-S' = T' — T. 
M. — IV. i3 
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V. Deux normales à la courbe au même point, qui restent 
respectii'ement tangentes à deux déi^eloppées données, font 
entre elles un angle constant. 

Soient en effet Ç, r,, JJles cosinus direcleiirs de Tune et Ç', tj', Ç' 
ceux de Tautre. Gomme on a, diaprés la condition (4)7 

les relations (11) donnent immédiatement 
el on trouve de même 

d'où, en ajoutant ces deux dernières membre à membre, 

puis, en intégrant, 

(i3) ÇÎ'-+-1^'^-CÏ'= consl. 

Or, le premier membre de cette équation est précisément le 
cosinus de Tangle compris entre nos deux normales. 

VI. Des deux alinéas précédents, il résulte que si, sur deux 
développées, on enroule, en les tendant, deux fils flexibles et 
Inextensibles dont les parties libres et rectilignes leur soient 
respectivement tangentes^ qui, par suite, vont concourir norma- 
lement à la courbe, et si après les avoir coupés en ce point et fixé 
leurs extrémités Tune àPautre, on vient à les dérouler simultané- 
ment, en les maintenant tendus tous deux, leur nœud décrit 
précisément la courbe proposée. 

La surface polaire étant développable (179), on peut aussi 
(160) enrouler sur elle une pièce d'étoffe inextensible, primiti- 
vement plane, et remplacer le nœud de nos fils par un point 
attaché à l'étoffe en la trace, sur la courbe, de sa partie restant 
libre et plane, quand on la maintient tendue. Quand on vient 
alors à enrouler r étoffe sur te tambour constitué par la sur- 
face polaire, ou à la dérouler, le point dont il s^agit décrit I 
encore la courbe proposée. 
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VII. Le calcul des développées comporte ainsi une intégra- 
lion; mais il est remarquable quelle cesse d'être nécessaire, dès 
que Von connaît une seule de ces lignes. 

Car, en désignant alors par Ç', Vr s' les cosinus directeurs de la 
tangente à la développée connue, la relation ( i3) a lieu, et, pour 
avoir une développée quelconque, il suffira de résoudre par rap- 
port à 5,7), J^ les équations ^£711^5 (2), (4), (i3), après avoir choisi 
arbitrairement la valeur de la constante entrant dans la dernière. 

197. Quand la courbe proposée est sphérique, sa surface 
polaire se réduit à un cône ayant pour sommet le centre de la 
splière qui la contient (179), et Tune de ses développées dégénère 
évidemment en ce simple point, par lequel passe sans cesse 
quelque normale à la courbe. L'intégration dont dépend le calcul 
de ces lignes se trouve alors toute faite (196, VII). 

Quand elle est plane, cas auquel sa surface polaire est un 
cylindre (179), les particularités suivantes sont à noter. 

I. Parmi ses dpveloppées se trouve toujours le lieu du 
centre de son cercle osculateur, enveloppe de ses normales 
principales, ce qui n'a jamais lieu pour une courbe gauche (187). 

Cette développée est la trace du cylindre polaire sur le plan de 
la courbe, partant plane, et c'est à elle que Ton donne plus spé- 
cialement le nom de développée de la courbe. 

Son équation se forme sans intégration aucune, puisqu'elle est 
Tenveloppe de la normale proprement dite, connue par une équa- 
tion finie (102). En suite de quoi et de l'alinéa IV du numéro 
précédent, la longueur de son arc se calcule aussi sans inté- 
gration, contrairement à ce qui a lieu en général. Ce calcul, 
nommé par les anciens géomètres rectification ou développe- 
ment de l'arc, se trouve ainsi tout fait, en quelque sorte, pour 
cette développée, d'où le nom de cette courbe, étendu à celles des 
lignes gauches pour lesquelles cependant l'intégration ne peut 
être en général évitée. 

II. La tangente à une autre développée quelconque, faisant un 
angle constant avec la tangente correspondant à la développée 
plane (196, V), coupe sous l'angle complémentaire, par suite 
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oonstant aussi, la génératrice correspondante du cylindre polaire. 
Toute développée non plane est donc quelque hélice tracée sur 
le cylindre polaire (132). 

III. Comme le calcul de la développée plane n'exige aucune inté- 
gration (I), il en est de même pour toutes les autres (196, VU). 

De celte observation et de celle qui commence le présent 
numéro, il résulte en particulier que, quand une courbe plane 
ou sphérique est algébrique, ses développées sont toutes aussi 
des courbes algébriques, 

198. On nomme développante d'une courbe donnée toute 
autre dont celle-ci est quelque développée. La recherche d'une 
pareille ligne revient évidemment à celle d'une trajectoire ortho- 
gonale des tangentes à la courbe donnée (129); comme elle 
comporte une intégration, l'équation générale de la développante 
contient une constante arbitraire, et il y a une infinité de ces 
lignes, situées toutes évidemment sur la surface développable 
ayant la courbe donnée pour arête de rebroussement (163). 

Les développantes d'une ligne plane sont toutes, en particu- 
lier, des courbes de cette sorte situées dans le même plan. 

La droite, dont la tangente reste immobile, n'a point de déve- 
loppante; elle est évidemment la seule ligne offrant cette parti- 
cularité. 

On pourrait aussi nommer développante d'une surface déve- 
loppable donnée toute courbe ayant celle-ci pour surface polaire. 
La recherche de pareilles courbes revient évidemment à celle des 
trajectoires orthogonales des plans tangents à la surface donnée 
(136); leur équation générale contient ainsi deux constantes 
arbitraires. Quand la surface est un cône, ses développantes sont 
sphériques (/oc. c//.); quand elle est un cylindre, elles sonl planes 
{loc. cit.); mais un plan n'a point de lignes développantes. 



CHAPITRE YIII. 



QUESTIONS SB RATTACHANT AUX CONTACTS DU SECOND ORDRE D*UNE SURFACE 

AVEC LE CERCLE ET LA DROITE. 



Distribution des cercles et droites ayant un contact du second 
ordre avec une surface, en un môme point. 

199. Les sphères qui, en un point donné d'une surface, 
offrent avec elle un contact du premier ordre sont en nombre 
illimité, et leur considération nous a conduits à celle de la nor- 
male (il7). Parmi elles, aucune ne présente un contact du 
second ordre, à moins qu'il ne s'agisse d'un point exceptionnel 
de la surface (204, I, 2°, //i/)? parce qu'un pareil contact exige 
six conditions (67), tandis que l'équation d'une sphère indéter- 
minée renferme quatre paramètres seulement. Mais, quatre con- 
ditions suffisant pour un contact du second ordre entre une ligne 
et une surface en un point donné de la dernière {loc. cit.)^ et 
l'équation d'un cercle renfermant six paramètres (puisque c'est 
une ligne pouvant être assujettie à passer par trois points de 
l'espace, arbitrairement choisis), il est présumable qu'e/i chaque 
point d^une surface, une double infinité de cercles offrent a\fec 
elle un contact du second ordre. Or, les observations suivantes 
établissent l'existence de ces cercles, leur identité en même 
temps avec les cercles osculateurs de toutes les lignes pouvant 
être tracées sur la sur/ace par le point dont il s'agit, même 
de ses seules sections planes, 

I. Un cercle doué d'un contact du second ordre avec la surface 
en a un semblable avec la trace de son plan sur la surface 
(supposé non tangent à celle-ci). Car cette trace est située à la 
fois sur la surface et sur le plan, qui ont l'une et l'autre, avec le 
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cercle, des contacts dont les ordres sont, le premier = 2 par 
hypothèse, le second illimité en fait (59). 

II. Le cercle osculateur à toute ligne tracée sur la surface 
offre avec cette dernière (supposée non tangente à son plan) un 
contact du second ordre au moins, parce que la surface passe par 
la ligne et offre ainsi un contact du second ordre avec toute autre 
ligne ayant, comitie le cercle, un contact d'ordre 2 avec cette 
même ligne (58). 

III. Quand deux lignes tracées sur la même surface ont le 
même plan osculateur (non tangent à cette dernière), elles offrent 
un contact mutuel du second ordre au moins, et, par suite, même 
cercle osculateur (50, V). Car, ayant toutes deux, avec la sur- 
face et avec le plan en question, des contacts dont les ordres sont, 
illimités pour la première, et = 2 pour le second, elles ont aussi 
des contacts d'ordre 2 avec la trace du plan sur la surface (59), 
et, par suite, l'une avec l'autre aussi (50, V). 

200. La discussion des cercles osculateurs qui appartiennent 
aux diverses lignes pouvant être tracées sur la surface par le point 
considéré, a pour base une formule importante que nous établi- 
rons tout d'abord. En prenant des axes rectangulaires, et repré- 
sentant la surface par les équations du troisième mode, 

(I) 3? = ?(/?, 7)» r = /Sp^9)y - = 4'(/>»y)» 

une ligne quelconque tracée sur elle aura pour équations ce que 
deviennent celles-ci par la substitution à/?, 7, de fonctions con- 
venables d'une même autre variable auxiliaire ^, et le rayon de 
courbure R de cette ligne sera donné par la formule 

OÙ il faut supposer positifs cis et le radical, où, dans les différen- 
tiations, œ, y, z^ s doivent être traitées comme des fonctions 
composées de /. 

Conservant maintenant aux lettres t, ut, u les significations que 
nous leur avons données aux n*** 118 et autres, nous écrirons 
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celle formule 



3) R = 



jdx jdy ,dz 

i a —. — h m a -f — h i» a -7- 

ds ds ds 



ds v/l'î 



iii' 



II' 



^i.^^.^.r^(d^J-)\... 



,dx ,dy 

ds ds 



u d 



dz 
ds 



et nous remarquerons qu'en prenant les radicaux posilivement, 
la première fraction figurant dans le second membre est le cosinus 
de l'angle Q ayant pour sommet le point considéré sur la surface, 
pour premier côté la direction élue de la normale à la surface, en 
qualifiant ainsi celle dont les cosinus des angles avec les axes ont 
les signes de f, tu, h (118, III), pour deuxième côté la direction 
allant du point considéré au centre de courbure de la ligne tracée 
sur la surface, puisque nous supposons ds positif (178). Mainte- 
nant, le dénominateur de la seconde fraction peut s'écrire 



d'^ 


ri-jf 


d^4 


ds 


ds 


ds 


àx 


ày 


dz 


dp 


dp 


dp 


dx 


ày 


dz 


àq 


àq 


àq 



et, comme on a 



d ^ =1 -J-- (ds d^x — d'^s dx). d -"(- =. . 
/!« ds^ ds 



dx 
ds 



.dz _ 

^ ds ' 



il devient 



(4) 



1 

di 



d^x d^y d*2 

dx dy dz 

dp dp dp 

dx dy dz 

dq dq dq 



d^s 
ds^ 



dx dy dz 

dx dy dz 

dp dp dp 

dx dy dz 

dq dq dq 



expression dont le dernier terme s'évanouit à cause des rela- 
tions (10) du n® 22. 
Comme on a, en outre, 



(4 bis) 



I j. fdx ,. dx ,. \ /d^x , . d^x , , d*x , .\ 



le premier terme se décompose en deux parties provenant de la 
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substitution successive à d^Xj d-y^ d-z des premiers et de» 
seconds groupes renfermés entre parenthèses dans leurs expres- 
sions ci-dessus. La première partie s'évanouit pour la même cause 
que le second terme de Texpression (4): quant à la deuxième, 
elle devient 

^(\:dp*-^TL\dpdq-^\kdq^U 

où nous avons posé, comme au n® 159, 

<flx (fiy <f*z ' â^x 



U = 



(5) 



• <;/>« 
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dpdq 
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dq 


dz 
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dx 
dp 
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dx 
dq 
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1 



La formule (3) prend donc la forme définitive 

D ^ ^ V.dp^^^-'>.V dpdq^Gdq^ 

' U dp^ -Jf- i\ dp dq ->t- \\ dq^ 

en écrivant cosO à la place du premier facteur de son second 
membre, en substituant à ds son expression (ii) du n^ 22, et 
en posant, pour abréger, comme au n^ 158, 

( 6 bis) -H /t'« H- i4i2 -t- II» = D ( = H- /KG— F») > o. 

Elle donne ainsi en grandeur et en direction le rayon de cour- 
bure d'une ligne de la surface passant par un point donné, quand 
on connaît, outre ce point : i** le rapport dp : dq, c'est-à-dire 
la position de sa tangente (dans le plan tangent) (84); 2'' la 
valeur numérique de cosO, c'est-à-dire, soit l'angle formé par son 
plan osculateur avec le plan normal à la surface ayant même 
trace sur le plan tangent, soit le supplément de cet angle. Effec- 
tivement, R devant être positif et <) étant tel, on devra attribuer 



CHAP. VIII. — COURBURE DBS LIGNES TRACÉES SUR UNE MÊME SURFACE, ETC. 201 

à cosO le signe de la fraction constituant le dernier facteur de 
Texpression (6). 

Quand le dénominateur n^est pas nul, cette formule n'est pas 
illusoire et donne pour R une valeur ^z^o, si cosO^o. Effecti- 
vement, D est >> o et dp^ dq ne doivent pas être prises toutes 
deux égales à zéro, puisque, autrement, les formules (lo) du n*' 22 

d, dx dv dz , . 

onneraient -j- = -•- = -,- = o, ce que nous supposons n avoir 

jamais lieu (10); la condition EG — F2>>o, qui est toujours 
remplie (22), s'oppose donc à ce que le numérateur de la fraction 
puisse être =o. On ne peut d'ailleurs avoir cosô = o;car la nul- 
lité de la valeur de R montrerait que le point considéré est sin- 
gulier pour la ligne tracée sur la surface (i7o), cas naturellement 
excepté. 

Quand le dénominateur est nul, et en supposant cosO^o, 
deux cas peuvent se présenter. Si Ton a 

(7) U = V=\V = o 

à la fois, le plan tangent à la surface offre avec elle un contact du 
second ordre au point considéré; car U, V, W sont précisément 
les valeurs des trois dérivées secondes, par rapport à /> et ^, du 
résultat de la substitution de 'f (/>, q)y '/(/>» ç)» ^{p-» Ç) ^ ^i 
Y, Z dans Téquation du plan tangent (premier mode) (75), (46). 

La ligne considérée a donc toujours un contact du même ordre 
avec ce plan (36), avec sa propre tangente par suite (59), puisqu'il 
ne' coïncide pas avec son plan osculateur (à cause de cosO^o), 
et il es-t naturel que son rayon de courbure soit infini (175). 
JVous exceptons ce cas, comprenant évidemment celui où la 
sur/ace considérée serait un plan. 

Si les égalités (7) n'ont pas lieu, le rapport dp l dq & l'une des 
deux valeurs qui satisfont à l'équation du second degré 

{] dp^ -^ ^\ dp dq -^ W dq^' = o, 

et la valeur infinie, prise alors pour rayon de courbure, montre 
qu'il existe un contact du second ordre entre la ligne et sa tan- 
gente, entre cette droite et la surface par suite (58), c'est-à-dire 
que cette tangente est Vune des deux droites osculatrices de 
la surface au point considéré (79). 
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Quand cosO est nul comme le dénominateur, la formule (6) est 
illusoire, et il faut revenir à la précédente (2) dont la transfor- 
mation se trouvait avoir comporté en fait la multiplication des 
deux termes de son second membre par un même facteur nul. 
La nullité simultanée de cosQ et du dénominateur, entraînée ainsi 
par celle du facteur en question, montre qu'au point considéré la 
coïncidence du plan osculateur de la ligne avec le plan tan- 
gent à la surface assure celle de sa tangente avec l'une ou 
l'autre des droites osculatrices de la sur/ace, et réciproque- 
ment (si, bien entendu, le point considéré est ordinaire pour la 
ligne aussi) (C/. 213, in/,), 

201. En nous restreignant à la considération des sections 
planes de la surface, comme nous pouvons le faire (199) et le 
ferons désormais, la comparaison de deux sections de même 
tangente, mais de plans différents, conduit immédiatement au 
théorème de Meusnier : 

Le rayon de courbure d'une section plane oblique est, en 
grandeur et en position, la projection sur son plan de celui 
de la section normale de même tangente. 

Puisque les sections ont même tangente, le rapport dp \ dq est 
le même pour toutes deux (84), par suite aussi, la valeur 3C du 
produit des deux derniers facteurs du second membre de la for- 
mule (6). Celle-ci donne donc : 

I® Pour la section normale, 

Ko désignant son rayon de courbure, et Oq l'angle, o ou ir, de sa 
normale principale avec la direction élue de la normale à la 
surface que nous avons définie ci-dessus (200) ; 
'2,^ Pour la section oblique, 

R = JCcosO. 

Si maintenant JC est positif, cosOo Test aussi, partant=i, et 

Ton a 

R = Ro cosO, 

ce qu'il fallait constater^ car alors la direction de la normale prin- 
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ci pale de la seclion normale coïncide avec la direction élue de la 
normale à la surface. Si, au contraire, JC est négatif, on a 

cosÔo = — I, Ro= — 3C, R = Rocos(7c — 6), 

• 

et 7c — 6 est encore Tangle des normales principales aux deux 
sections. 

D'après cela, le cercle osculateur d'une section oblique est 
précisément la trace, sur son plan, de la sphère qui a pour 
grand cercle le cercle osculateur de la section normale de 
même tangente. 

202. Par la substitution de i à cosO, la formule (6) devient 

^^ {]dp^-h^\dpdq^\\ dq^* 

et fournit les rayons de courbure des seules sections normales, 
affectés toutefois du signe + quand ils, c'est-à-dire les nor- 
males principales des lignes considérées, coïncident, même en 
direction, ai^cc la demi-normale élue à la sur/ace (200), 
affectés du signe — dans le cas contraire, La discussion de 
ces rajons est rendue très facile et nette par l'intervention de la 
conique dont nous allons parler et qui est utile à considérer dans 
d'autres circonstances encore. 
Les quantités 

constituent des variables auxiliaires permettant (75) de prendre 
pour équations du plan tangent à la surface au point dont nous 
nous occupons 



(9) 



-. dx dx ^ dy dy 

„ dz dz 



et, en posant 

(lo) t = -h /Ë, = -h /G, 



les quantités 



j> = cp, q = 0c| 
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sont les coordonnées du point (X, Y, Z) rapporté dans ce plan 
tangent aux axes reclilignes tracés par {x^y^ z) avec 

I dx dy dz\ f dx dy dz\ 

\dp dp^dp]^ \dq^ ~dq^ dqj^ 

pour paramètres directeurs (7). Effectivement, nos axes (d'es- 
pace) étant rectangulaires, Texpression 8(a, p, y) du numéro cité 

se réduit à + v'oM-^H-^ (à cause de â=[x = v = o), par 
suite à ^, évidemment pour Tun et Tautre des axes plans définis 
à rinstanty comprenant un angle 3j dont le cosinus se tire de la 
formule évidente 

F F 

(II) cosS = 



'0 -T- /EG 

qu'il est utile de noter en passant. 

Dans le même plan, la tangente à la ligne que nous avons tracée 
sur la surface a pour équation 

(.a) 4-= -S-' 

c dp dq 

car elle passe par le point considéré pris pour origine et contient 
évidemment le point de ce même plan pour lequel on a p = rf/?, 
<\ = dq^ y ayant ainsi t dp, Qdq pour coordonnées comme nous 
venons de le voir. 

Et, comme, dans le plan tangent, le carré de la distance du 
point (p, H) au point de contact, origine, est fourni par l'expres- 
sion propre aux coordonnées reclilignes obliques 

p 

p*-h 2 cosS^pq -h q* = p*-+- 2 — pq -hq* (ii), 

eu 

l'équation du lieu des points obtenus en portant sur les tangentes 
à toutes les lignes tracées sur la surface par le point (^, y, z) et, 
à partir de lui, des longueurs égales aux valeurs correspondantes 
de ± \/K se formera, d'après la formule (8), en éliminant le rap- 
port dp : dq entre les équations (12) et 

F , . Edp^^iFdpdq-^-Gdq* 

(i3) p*-h2 - pq-+-q« = ;> tt:/-. xj / y vx-yS' 

^ t% U dp^ -^iW dp dq -k- \\ dq^ 

La division des deux membres du résultat par le facteur 
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P 

commun p^ 4- 2 — PU 4- fl^ [il ne peut prendre la valeur zéro sur 

le lieu cherché à cause de l'inégalité (6 bis) et de rimpossibilité 
pour R de s'évanouir (200)] et la prise en considération des for- 
mules (10) laisse simplement 

U , V W , . 



équation d\ine conique qui a le point considéré sur la surface 
pour centre sans pouvoir y passer à cause de ^^o^ et que l'on 
nomme V indicatrice de la surface en ce point. D'où celte con- 
clusion : 

Le rayon de courbure d^une section normale est égal, en 
grandeur et en signe, au carré du demi-diamètre de V indica- 
trice, dont la direction est tracée sur le plan tangent par le 
plan même de la section. 

203. Maintenant, les propriétés bien connues des diamètres 
des coniques à centre conduisent immédiatement aux proposi- 
tions suivantes. 

I. En tournant indéfiniment autour de la normale à la 
surface, et sauf les deux exceptions que nous signalerons tout 
à l^ heure (204, I, 2°, III, m/.), le plan sécant passe par deux 
positions mutuellement perpendiculaires dans lesquelles, res- 
pectivement, le rayon de courbure de la section est maximum 
et minimum. 

Ces deux plans normaux rectangulaires, dits principaux pour 
la surface au point considéré, eux-mêmes, les sections qu'ils 
déterminent sur celle-ci et les rayons de courbure de ces der- 
nières, sont eifectivement ceux qui passent par les axes de l'indi- 
catrice. Ces axes sont des tangentes à la surface, auxquelles, ainsi 
qu'à leurs directions, on donne en conséquence la qualification 
de principales. 

IL Si R|, R2, \ Rx représentent les rayons de courbure 
des sections principales, l'angle formé avec le plan de la 
première par celui d'une autre section normale quelconque 
et le rayon de courbure de cette dernière, on a {sauf Vexcep- 
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tion mentionnée au n^ 204, III, inj.) la relation 

, , , . . I cos*X sin*). 

Car la même relalioD existe entre les carrés des demi-axes de Tin- 
dicatrice et celui du demi-diamètre faisant Tangle A avec le premier. 

Combinée avec le théorème de Meusnier (201), cette formule 
permet de calculer les courbures de toutes les sections de la 
surface, même obliques, quand on connaît seulement les posi- 
tions et les courbures des seules sections principales. 

III. La somme des inverses arithmétiques des rayons de 
courbure de deux sections normales dont les plans sont rec- 
tangulaires est constante. 

Car Taddition membre à membre de la relation précédente 

avec ce qu'elle devient par la substitution de X -{- - à ). donne 

1 1 I I 



IV. Pour que deux sections normales aient des rayons de 
courbure égaux, il faut et il suffit que leurs plans soient éga- 
lement inclinés sur un même plan principal. Car, les carrés de 
deux demi-diamètres d*une conique à centre ne peuvent être 
égaux si leur angle n'a les axes pour bissectrices. 

204. L'indicatrice, étant une conique pourvue d'un centre non 
situé sur elle, ne peut être qu'une ellipse (réelle ou imaginaire), 
ou une hyperbole, ou une paire (réelle ou imaginaire) de droites 
distinctes, ce qui dépend du signe du discriminant 

/ V \« u w v« — uw 



v/eg; 



E G ~ KG 



et, par suite, de celui de V* — UW, puisque E, G sont deux 
quantités essentiellement positives. 

Dans chacun de ces cas, la surface présente au point considéré 
des particularités de forme qu'il faut noter. 

I. V^ — UW<::io. 1® L'indicatrice est une ellipse. Parmi les 
rayons de courbure des sections normales, carrés de ses demi- 



CHAP. YIIl. — COURBURE DES LIGNES TRACÉES SUR UNE MÊME SURFACE, ETC. 207 

diamètres, aucun n^est infini, et les signes de tous sont identiques, 
ainsi que, par suite, les directions des normales principales des 
mêmes sections et les positions des centres principaux de cour- 
bure par rapport au plan tangent. 

Chaque section et son cercle osculateur, ayant un contact 
d'ordre a l'un avec l'autre, mais d'ordre i seulement avec leur 
tangente commune, sont (dans le voisinage du point considéré) 
situés d'un même côté de celle-ci (53) ou bien du plan tangent à 
la surface. Par suite, toutes ces sections, comme leurs cercles oscu- 
lateurs, puisque R conserve un signe invariable, montrent leur 
convexité à une même des deux régions que le plan tangent 
découpe dans l'espace (93). En un pareil point, dit elliptique, 
la surface a ses courbures (principales) semblables, sa courbure 
totale positive (139, 1), (209, inf.)^ et, dans son voisinage, elle 
est convexe pour un observateur qui, par rapport aux points 
voisins de {x^ y^ z)^ serait placé de l'autre côté du plan tangent, 
comme un ellipsoïde en chacun de ses points, un tore annulaire en 
ceux de sa jante, etc. Mais les sections principales, comme les 
axes de l'indicatrice, ne sont déterminées, que si cette conique ne 
se trouve pas être un cercle. 

2^ Quand les coefficients de p', pi), l)^ dans l'équation de l'indi- 
catrice sont comme i : cos3 =:——.( 1 1 ) : i , c'est-à-dire si 

L v^G J 

l'indicatrice est un cercle, les rayons de courbure de toutes les 
sections normales ont la même valeur, et les sections principales 
sont indéterminées. Toutes les lignes tracées sur la surface par 
le point considéré ont ainsi un contact du second ordre avec la 
sphère unique sur laquelle sont évidemment situés leurs cercles 
osculateurs. Cette sphère a donc un contact du second ordre 
avec la surface (57). 

Le point considéré se nomme alors un ombilic de la surface. 
Tels sont évidemment, pour un ellipsoïde de révolution, ses 
pôles, pour une sphère, un quelconque de ses points. 

On notera que la recherche des ombilics dépend de la résolu- 
lion, par rapport à/>, q, des équations finies simultanées (i5). Le 
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nombre de celles-ci étant 2, égal à celui des inconnues, ces points, 
quand il en existe, sont en général isolés, pouvant toutefois être 
tous ceux d^une ligne, même de la surface si elle est sphérique 
comme nous venons de le dire, quand le système de ces équations 
n'est pas réduit (319*). 

IL V- — UW>o. L'indicatrice est une hyperbole. Les deux 
sections principales passant par les asymptotes ont leurs rayons 
de courbure infinis; ces asymptotes se confondent ainsi avec les 
droites osculatrices à la surface au point considéré (200), tan- 
gentes qui sont distinctes et auxquelles, pour cette raison, on 
donne, ainsi qu'à leurs directions, la qualification à^asympto- 
tiques. 

Les rayons de courbure de deux sections normales sont de 
signes identiques quand les traces de leurs plans sur le plan tan- 
gent tombent à la fois dans l'un des angles formés par les tan- 
gentes asymptotiques, de signes opposés dans le cas contraire qui 
se présente toujours pour les rayons principaux; les centres prin- 
cipaux de courbure sont placés de part et d'autre du plan tangent. 

Un point de ce genre est dit hyperbolique ; les courbures 
(principales) de la surface y sont opposées, sa courbure totale 
négative (209, «Vi/.), et, dans son voisinage, la surface n'est 
convexe pour aucun observateur, comme un hyperboloïde à une 
nappe en chacun de ses points, un tore annulaire en ceux de son 
moyeu, etc. 

IlL V^ — UW = o. L'indicatrice est une paire de droites 
parallèles, auxquelles une des tangentes principales, prenant en 
même temps, même deux fois, le caractère asymptotique (11)^ 
est parallèle, l'autre perpendiculaire. 

Le rayon de courbure de la section correspondante à la pre- 
mière tangente principale est infini, aucun de ceux des autres 
sections normales ne Test, et tous ont le même signe. Un point de 
ce genre est parabolique, la courbure totale de la surface y est 
nulle (209, inf,)y et, dans son voisinage, la surface n'a, d'aucun 
point de vue, une convexité parfaitement marquée. Sur une sur- 
face développable, tous les points (ordinaires) sont paraboliques, 
puisque la courbure totale s*y évanouit toujours (160, I); sur un 
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tore annulaire, les points des parallèles séparant sa jante de son 
moyei^ le sont tous aussi. 

Pour un point parabolique, et en alTectant l'indice i à la sec- 
tion principale dont le rayon de courbure n'est pas infini, la for- 
mule ( 1 4 bis) se réduit à 

R. 



Rx = 



cos*X 



205. Relativement aux axes rectilignes que nous avons définis 
dans le plan tangent à la surface, les tangentes asjmptotiques de 
celles-ci ont évidemment pour équsilion d'ensemble 

U V W 

déduite de celle de l'indicatrice (i4) par la substitution de o à 
son second membre. Elles sont imaginaires, réelles et distinctes, 
ou bien réelles mais confondues, selon que le point considéré est 
elliptique, hyperbolique ou parabolique. En un ombilic, elles ont 
les directions isotropes du plan tangent. 

Les tangentes asjmptotiques se confondant avec les droites 
osculatrices de la surface, figures dont la considération n'a aucune 
connexilé avec celle de la sphère ou du cercle (79), leur équa- 
tion (16) conserverait la même forme exactement, si nos axes 
d'espace étaient obliques au lieu d'être rectangulaires, comme 
nous le supposons {Cf. l, in fine). 

208. Au point de la surface que nous considérons, on dit con- 
juguées deux tangentes constituant deux diamètres conjugués de 
l'indicatrice. Les coordonnées (Pi, 41), (Ps, 42) de deux points 
pris respectivement sur elles, sont liées ainsi par la relation bili- 
néaire bien connue 



U J/ , \V 

v/EG 



(17) j^ PiPî-+- -7;r;^(Piqî-+-Pîqi)-h YT- qmî = o, 



qui fournit immédiatement la direction de Tune quand celle de 
l'autre est donnée. 

Les tangentes principales sont toujours conjuguées, et toute 
tangente asjmptotique coïncide avec sa conjuguée. 

M. - IV. ,4 
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Quand le point de la surface est un ombilic^ deux tangentes 
conjuguées sont toujours rectangulaires. Quand il est parabo- 
lique, toutes les tangentes ont la tangente asvmptotique unique 
pour conjuguée, et la conjuguée de cette dernière est absolument 
indéterminée. 

L'observation finale du numéro précédent est de tous points 
applicable à Téquation (17) des tangentes conjuguées. 

207. Dans notre système de coordonnées obliques sur le plan 
tangent, Tensemble des termes variables de Téquation d'un cercle 
ayant le point de contact origine pour centre reproduit précisé- 
ment le premier membre de la relation (i3). Si donc p, 4 sont les 
coordonnées d'un point d'un axe de l'indicatrice, on aura entre 
elles l'équation 

exprimant la coïncidence des directions qui, à celle de cet axe, 
sont conjuguées relativement à l'indicatrice et à un cercle con- 
centrique, ou bien, rendue entière, 

FU — EV , EW — GU GV-FVV , 

(.9) — ^7— P'--^£— N+— ^— q* = o, 

qui représente ainsi Tensemble des axes de l'indicatrice, aussi 
bien celui des tangentes principales à la surface. En un ombilic, 
et à cause des égalités (i5), cette équation devient naturellement 
indéterminée. 

208. Pour chaque direction principale, les rapports (i8) ont 
une valeur commune précisément égale à <) : 11, R représentant 
toujours le rayon de courbure correspondant; car on trouve pré- 
cisément ce dernier rapport, en supposant que p, 4 sont, dans les 
premiers, les coordonnées d'un sommet de l'indicatrice situé sur 
l'axe dont il s'agit, en les ajoutant terme à terme, multipliés en 
haut et en bas par p, q, puis en ayant égard à l'équation (i4) de 
l'indicatrice, ainsi qu'à la nature de l'expression du carré de la 
distance de ce sommet à l'origine. On trouvera de la sorte la 
valeur de R correspondant à chaque valeur de p : 4 fournie par 
la résolution de l'équation (19). 
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Mais, si Ton égale à D : R chacim des rapports (i8), el si l'on 

élimine les qiiantilés p : y/E, ^ l y/G entre les deux équations 
linéaires et homogènes ainsi formées, on obtiendra une équation 
en R seulement, 

(UR — Et^) (VR-FD) 

(VR — Fc^) (WR-GD) 



= o 



(20) 

ou bien 

(21) (UW — V») R» -H (2 VF - UG - \VE) DR -h(EG — F«) Dî = o, 



dont la résolution fournira les valeurs des rayons de courbure 
principaux. Son degré, généralement égal à 2, s'abaisse à 1 et 
une de ses racines devient infinie, quand le coefficient de R^ s'y 
évanouit; mais c'est naturel, puisqu'on se trouve alors en un point 
parabolique de la surface (204, III). 

209. La comparaison de l'équation (21) avec les formules (20) 
du n° 159 et (12) du n° I08 conduit à ce rapprochement intéres- 
sant, quen chaque point de la surface, le produit des inverses 
de ses rayons de courbure principaux est précisément égal à 
sa courbure totale, 

210. Nous pouvons actuellement creuser plus profondément la 
question dont nous avons dit le premier mot en définissant les 
normales. Quand le point (x, y^ z) est le pied d'une normale 
abaissée du point fixe (a, 6, c) de l'espace sur la surface, les 
équations (()) du n° 119 nous ont montré que la fonction (5 bis) 
de /?, q^ carré de la distance de ces deux points, satisfait aux 
premières conditions requises pour l'existence d'un maximum 
ou d'un minimum. Cherchons maintenant les demi-dérivées 
secondes U, D, tP de cette fonction, et pour cela difTérentions les 
premiers membres des équations rappelées. Comme elles don- 
naient auparavant 

X — a _ y — l> __ ^ — c __ — r 

OÙ r désigne la longueur du segment allant de (x^y^ z) à (a, é, c), 
prise positivement ou négativement selon que sa direction ou 
l'opposée coïncide avec la demi-normale élue à la surface (200), 
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les résultais de ces diflereDtîaûoDS poarronl facilemeol être mis 
sous les formes 

■ = E — V '■• ■ = P — V '■f » = G r- r. 

Pour le discriminaot de la forme quadratique 
(22) «A» — ^vhA' -I- »X» 

représentant le double de l'ensemble des termes du second degré 
en h, k dans le développement, par la formule de Tajior, du 
carré de la distance considérée, après attribution de ces accrois- 
sements à p^ q^ on trouvera donc 

en appelant J(R), pour abréger, le premier membre de Téqua- 
tion (21) aux rajons principaux de courbure, et la forme (2%) 
sera défînie ou indéfinie selon que 'f (r) sera ^o. Trois cas sont 
présentement à examiner. 

Quand (x, j^, z) est un point elliptique de la surface, on a 

U\V - V« > o, 

et les centres principaux de courbure sont placés d^m même côté 
du plan tangent (â04, I). Si (a, 6, c) tombe entre eux sur la 
normale à la surface, r est compris entre les racines de Téqua- 
lion (21), J(/') est < o, la forme (22) est indéfinie, et il rCy a ni 
maximum, ni minimum (84***, I). Si (a, è, c) tombe en dehors 
des mêmes points, un raisonnement analogue montre qu*il y a 
nécessairement un maximum ou un minimum, et il reste à dis- 
tinguer. On a toujours #(o)>-o évidemment, de plus, ê{r)<io 

pour /*= -Jj- ou = ^» Ce dernier point résulte de la forme (20) 

de ^(R), et son rapprochement du premier montre que ces deux 
dernières valeurs de r, qui annulent U ou Ul, sont comprises entre 
les racines de l'équation (21), par suite, que les signes des coeffi- 
cients extrêmes de la forme (22), fonctions linéaires de r, ne 
peuvent pas varier quand (a, è, c) se meut sur la normale en 
dehors du segment limité par les centres principaux de courbure, 
mais qu'ils changent tous deux à la fois quand ce point franchit 
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la totalité de segment. La valeur r = o donnanl à U, 10 les 
valeurs E, G essenliellement positives, on conclut de ce qui pré- 
cède que la forme (22), comme ces deux coefficients à la fois, est 
positive ou négative, par suite (87***, II), qu'fVy a minimum 
ou maximum selon que la totalité du segment ci-dessus ne 
sépare pas ou sépare les points (x^y, z), (a, é, c). 

Pour un point hyperbolique ou parabolique, la discussion se 
fait de la même manière et conduit à des conclusions analogues, 
dont nous sommes forces toutefois de supprimer le développe- 
ment. 

211. Entre l'indicatrice et la surface, il existe une relation 
géométrique spéciale dont nous ne devons pas omettre la men- 
tion. On retrousse cette conique en prenant sur la demi-nor- 
maie élue un point situé à la distance infiniment petite p de 
son pied, coupant la sur/ace par un plan mené par ce point, 
parallèlement au plan tangent, construisant dans ce plan, 

avec ce même point et 1 : y/2 p pris pour centre et rapport de 
similitude, une ligne homothétique à C intersection, puis cher- 
chant la forme limite de cette dernière ligne. 

Les coordonnées de la trace du plan mobile sur la demi-normale 
en question étant évidemment 



f 



IH It 



(23) ^-^5?» •>'"^y?» "'"^jP' 

ce plan sécant a pour équation 

(24) nX — ar— ^p|-{-... — o (1^, in Jine); 

et si, ayant attribué à/?, q, les accroissements p, q, on substitue 
à X, ... dans Téqualion précédente les développements des fonc- 
tions f (/> 4- p, 5^ 4- c|), . . . , on trouvera facilement 

(-25) ^(UptH-2Vp.lH-Wq«)4-[p, .l]3 = ^p, 

pour la relation qui convient aux points communs à la surface et 
au plan sécant (24) entre les valeurs de p, ^ supposées de peti- 
tesse suffisante; dans cette équation, [p, ^Js représente le reste de 
la série ne comprenant que des termes de degrés >3 en p, <^. 
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En nommant ensuite p, i| les coordonnées d'un point de la sec- 
lion rapporté à des axes rectilignes tracés dans le plan sécant par 
le point (28), parallèlement à ceux que nous avons définis dans 
le plan tangent au n" 202, en supposant, pour fixer les idées, que le 
déterminant î soit un des congénères qui ne s^évanouisse pas, on 
pourra calculer p, 4 en fonction de p, c| au moyen des relations 
évidentes 

iiv dy p dq û , . dy dy _ ,„ 

11^ dz p dz (^ . . . dz dz r -^ 

^" [pî ^Y'it [p» ^lai représentent des restes de séries entières ne 
contenant que des termes de degrés ^2 en p, c|. Inversement, la 
résolution de ces équations par rapport à p, c], sous les conditions 
initiales p = .^ = o pour p = q = p = o (307*), fournira les fonc- 
tions de p, 4, p à substituer dans la relation (26) pour former 
Téquation de la section rapportée aux axes choisis dans son plan. 
Or, pour des valeurs infiniment petites de p, p, i)? '^s seules que 
nous considérions, cette opération conduit évidemment à des 
expressions telles que 

p = ^ 4-Ap-+-[p, q, p][ , .1 = - -hBp-4-[p, q, p]î', 

dont les derniers termes sont encore des quantités infiniment 
petites du second ordre au moins par rapport à p, q, p. Ces sub- 
stitutions donneront donc pour équation de la section 

1 . 2 (ïi ^ "^ ^ ^ii ^'^ *^ i« ''V "^ • ^' ^' P ' " ^^' 

où îp, q, pi représente une série entière en p, q, p, dont tous les 

termes sont du troisième degré au moins par rapport à p, q, y/p ; 
elles donneront enfin, pour celle de la ligne homothétique cher- 
chée, 

où p,==p:y/2p, q, = q:^2p désignent les coordonnées d'un 
point quelconque de cette dernière, ne s'éloignant pas à l'infini 
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en même temps que p tend vers zéro, où jpi, fl,, y/p / représente 

une série entière en Pi, f{i, y/p, dont aucun terme n'est indépen- 
dant de ce radical. Si maintenant on suppose infiniment petit le 
facteur commun p, après l'avoir supprimé, et si l'on remarque 

que, d'après sa nature indiquée tout à l'heure, le terme t Pm fln \/p î' 
tend nécessairement vers zéro, on trouvera bien pour forme limite 
de cette équation celle de l'indicatrice (i4)- (^^ considération de 
la normale a rendu les calculs un peu plus simples, mais on retrou- 
verait aussi bien Tindicatrice, en lui substituant une autre droite 
quelconque, issue du point considéré sur la surface, non parallèle- 
ment au plan tangent.) 

212. Quoiqu'on détruise ainsi la symétrie des calculs, chose 
pourtant si nécessaire à leur parfaite intelligence, on préfère 
souvent décharger ceux des applications, en substituant aux for- 
mules précédentes celles qui dérivent du deuxième mode de 
représentation de la surface. Le passage à ces dernières est bien 
facile, car on a alors 



?(/'.7) = /> = ^. i(P'i)-9=ry 


HP, 9) 


d'où 




£? _ , ^'7. _ o 
dp-'' <lp-°' 


d^ _ dz 
dp dx 


dq dq 


d^ _ dz 
dq^ dy^ 



puis 

^ dz dz 

dx dy 

E^, l^\ F = — — G= /"— V. 

\dxj ' " dx dy^ "" \dy / 

Il vient ensuite 

dp* ~ dpdq "~ dq^ ~ * 

dp* dp dq dq* ' 



d'où 



^ _ ^*_- __?fML — ^'^ d*^ __ d*z 

dp* " dx* dp dq "^ dx dy' dq* "" dy* 

u=^, v=/f-, w=^. 

dx* dx dy dy* 
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Pour simplifier encore IVcriture, on adopte habituellement 
aussi les notations résultant des formules de définition 





/> = 


dz 
dx' 


ç 


•=z 


Hz 

dy' 




r 


"" dx^" 


s = 


d^z 

dx dy 


■ f 


t = 


d^Z 

djr* 



La demi-normale élue est alors celle dont les cosinus direc- 
teurs ont les signes de — /?, — y, i- 



Lignes asymptotiques. — Trajectoires conjuguées. 

Lignes de courbure. 

213. Au point (Pj q) de la surface (i) (nous nous référons au 
numérotage des formules dans le paragraphe précédent, que nous 
prolongerons simplement dans celui-ci), on formera évidemment, 
dans le troisième mode, les équations d'espace d'une tangente 
asymptolique (204, H) en tirant de l'équation (i6), relative aux 
axes rectiiignes tracés dans le plan de ces droites, une déter- 
mination ^ : Y ^" rapport p : 4, puis en faisant dans les équa- 
tions (9) du plan tangent p = ° i, q = I i, i désignant la variable 

auxiliaire propre à ce mode de représentation d'une droite. Le 
rapport P : y étant, comme les coefficients de p, q dans l'équa- 
tion (16), une fonction déterminée de />, q, une tangente asjm- 
ptotique se trouve être une droite dépendant de ces deux paramè- 
tres, appartenant ainsi à une famille décomposable en tribus dans 
chacune desquelles elle est douée d'une ligne enveloppe dépen- 
dant d'une seule constante arbitraire (103, I). Ces lignes sont 
situées sur la surface, parce qu'elle constitue évidemment l'enve- 
loppe superficielle des tangentes asymptotiques [loc. cit,), et se 
nomment ses lignes asymptotiques. L'équation (16) étant du 
deuxième degré fournit pour le rapport p : f{ deux déterminations 
auxquelles correspondent deux familles distinctes de lignes asym- 
ptotiques. 

214. On peut former directement l'équation différentielle de 
ces lignes, en cherchant quelles fonctions d'une nouvelle variable 
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auiciliaire t il faut substituer k p^ q dans les équations (i) de la 
surface pour j tracer une ligne dont la tangente en chaque point 
soit une asymptote de l'indicatrice correspondante. D'après l'équa- 
tion (12) cette tangente est représentée dans le plan tangent par 

(26) 



dp dq ' 

dt ^ dt 

par suite, il faut et il suffit, pour qu'elle coïncide avec l'une des 
droites (16), que l'on ait 

(27) \J dp^-^ ^\ dpdq -h^ dq^ = o, 

résultat évident de la substitution à p, q, dans cette équation (16), 
des dénominateurs de la relation (26). 

Pour obtenir l'équation finie des lignes asjmptotiques il suffira 
donc de chercher les intégrales de l'équation différentielle (27) 
aux deux fonctions inconnues/?, q de la variable auxiliaire C, par 
exemple, d'exprimer arbitrairement/? en fonction de ^, puis d'in- 
tégrer la même équation, devenue déterminée relativement à la 
fonction q restant seule inconnue. La résolution de cette équation 

par rapport à -^ conduit à deux équations immédiates dont les 

intégrales générales contiennent chacune une constante arbitraire 
et donnent les deux familles de lignes asymptotiques. 

L'équation différentielle (27) ne devient indéterminée que si 
l'on a en même temps U = V = W = o, quelles que soient p, q. 
En se reportant aux formules (5), on apercevra sans peine qu'en 
chacun de ses points la surface offre alors, avec son plan tangent, 
un contact d'ordre > i (200), et qu'ainsi elle dégénère en un 
plan (71). Nous avons excepté ce cas (toc, cil,)', mais, quand il se 
présente, on pourrait dire encore que toutes les lignes sont 
asymptotiques. 

215. Il y a identité entre les lignes asymptotiques et celles 
de la surface dont le plan osculateur coïncide sans cesse avec 
le plan tangent à cette dernière. 

Ce point, déjà rendu visible par l'observation finale du n® 200, 
peut être établi catégoriquement comme il suit. 



= 0, 
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Le plan osculateurà une ligne de la surface, obtenue en prenant 
pour/?, qdans les équations (i) deux fonctions déterminées d'une 
autre variable auxiliaire t^ a pour équation (89) 

(28) dx dy dz 

d^x d^y d^z 

où dx, . . ., d^x^ . . . doivent être remplacées par les expres- 
sions (10) et (4 bis) des n®' 22 et 200. Sa coïncidence constante 
avec le plan tangent exige donc que cette équation soit satisfaite, 
quelles que soient p, c|, par la substitution à X, Y, Z des seconds 
membres des formules (9). Pour le coefficient de p, par exemple, 
dans le résultat de cette substitution exécutée sur le détermi- 
nant (28), il vient 



dp 



dx d^ X d'^ z* d^ X 



dx 
dp 

dx 
dp 

dx 
dp 

dx 
dp 

dx 
dq 

dp^ ^ 



dx 



dq 

d:^ 
dq 



dq 



dp"^ 



dp dq 



dq^ 



dq 



1 —, 7- dp dq 



dp dq 



d^x 



= (U rf;?« -+- 2 V dp dq -f- W dq*)dq, 

si IW a égard aux formules (5); il vient de même, pour celui de c|, 

— (\] dp^ -^ ^\ dp dq -i- W dq^) dp. 

Comme rfp, dq ne peuvent s'évanouir en même temps, la condi- 
tion cherchée se réduit bien à l'équation (27) des lignes asympto- 
tiques. 

216. Une simplification notable se produit quand il s'agil 
d'une surface réglée, de celle par exemple que représentent les 
équations (1) du n® 164. Car les identités évidentes 

d^\ d^y d^Z 



dq^ dq^ dq^ 



= 0, 
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combinées avec la Iroisième des formules (5), réduisent W à zéro, 
et, par suile, l'équation difTérentieile (27) à 

(9.9) \] dp^ -^ :i\ dp dq =0, 

se décomposant immédiatement en 

(3o) dp = o 

et 

(3i) V dp -h '?.\ dq — o. 

Uéquation (3o) conduit k p=zC, puis, par la substitution de 
cette constante arbitraire à p dans les équations (i) du n^ 164, 
à une première famille de lignes a sympto tiques, composée 
simplement des génératrices rectilignes même de la surface. 

En prenant p pour variable indépendante, l'équation (3i) se 
met sous la forme immédiate, relativement simple, 

i'x ^ dq V 

(32) zr — v' 

dp 2\ 

et son intégration fournit la fonction de p k substituer à q dans 
les équations de la surface, pour avoir celles de ses lignes asympto- 
tiques appartenant à la seconde famille. L'examen de cette équa- 
tion (32) la fait rentrer dans le type connu sous le nom adéqua- 
tion de Riccati, ce qui confère aux lignes asymptotiques de la 
deuxième famille certaines propriétés assez simples; mais nous 
ne pouvons nous y arrêter. 

Quand la surface est développable, sa courbure totale est iden- 
tiquement nulle (160), d'où V» — UW = o (159), puis, V = o 
aussi, à cause de W = o comme nous venons de le trouver pour 
toute surface réglée. L'équation (27) se réduit à U rf/>^ = o, 
d'où dp = o, puis p = C. Les deux familles de lignes asympto- 
(iques se confondent alors en une seule, composée des géné- 
ratrices de la surface, 

217. Sur une surface quelconque, les lignes asymptotiques 
n*ont évidemment de points réels que dans les régions où les 
tangentes asymptotiques le sont, c'est-à-dire que dans celles dont 
tous les points sont hyperboliques (204, II). Ces régions sont 
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délimitées par les lignes de points paraboliques (204, III), avec 
lesquelles, ainsi qu'avec elles-mêmes, les lignes asymplotiques de 
familles différentes offrent en ces points des contacts du premier 
ordre au moins, à cause de Tégalité naissant alors entre les valeurs 
fournies pour rf/> : dq par Téquation (an). 

Sur l'ellipsoïde, Thyperboloïde à deux nappes, le paraboloïde 
elliptique, par exemple, les lignes asymptotiques sont toujours 
imaginaires. Sur Tliyperboloïde à une nappe, le paraboloïde 
hyperbolique, surfaces réglées de deux manières (réelles), les 
deux familles de ces lignes sont précisément les deux systèmes 
de génératrices rectilignes (216). 

Pour un tore annulaire, ces lignes n'existent que sur son 
moyeu, limitées dans leurs courses par les parallèles extrêmes 
auxquelles elles sont toutes tangentes. 

218. Des lignes de la surface (i) qui composent une famille au 
seul paramètre a ont une équation générale de la forme 

(33) H(p,q,a) = o (10), 

et la tangente à celle d'entre elles qui passe par le point (/?, q) est 
entièrement déterminée par la connaissance des valeurs de ces 
deux dernières quantités. Car le rapport rf|/> : diq relatif à cette 
tangente sera fourni par l'équation 

formée en dilTérentiant l'équation (33), puis en substituant à a, 
dans le résultat, son expression en /?, y, tirée de la même équation 
finie. Au point (p, q) dont il s'agit, la tangente conjuguée à celle 
dont nous parlons (206) est entièrement déterminée aussi par 
l'équation (17), et constitue en conséquence une droite apparte- 
nant à une famille aux deux paramètres p, q^ qui a évidemment 
la surface considérée pour enveloppe générale, et qui se divise en 
une infinité de tribus dont chacune a pour enveloppe quelque 
ligne située sur la même surface (103). Ces enveloppes linéaires 
sont les trajectoires conjuguées des lignes (33) qui sont, au 
même titre, en réciprocité évidente avec ces trajectoires, et leur 



CHAP. VIII. — COURBURB DES LIONES TRACKBS SUR UNE MÂME SURFACE, ETC. 221 

équation différentielle se forme encore par le procédé qui nous 
a déjà fourni celle des lignes asjmplotiques (214). 

En représentant effectivement par diP \ d2gidL valeur du rapport 
dp l dq pour une trajectoire conjuguée, les deux tangentes que 
nous considérons seront représentées dans le plan tangent par les 
équations 

V ^ p 4 



(35) 



f dxp %dx(j t ci^p Bdiq 



respectivement, et leur conjugaison exige que la relation (17) soit 
satisfaite par la substitution à P^y^^ et Ps» ^2 ^^s dénominateurs 
des équations, ce qui donne 

(36) U (iip d^p -h \{dxp d^q 4- d^p dig)-^W diq dtq =0. 

Pour avoir l'équation finie des trajectoires conjuguées, il suffit 
donc d'intégrer cette équation différentielle, après y avoir sub- 
stitué au rapport d\pl d^q son expression en /?, q fournie par 
Féquation (34) et avoir choisi arbitrairement />, par exemple, en 
fonction de la variable auxiliaire /. Pour l'intégrale q, on trouvera 
naturellement une autre fonction de / et d'une constante arbi- 
traire. 

On remarquera que, si l'équation (33) représentait une famille 
de lignes asymptotiques, on retrouverait celte même famille pour 
celle de ses trajectoires conjuguées. Car l'équation (27) donnerait 
alors 

dip \dxq ~ —(Vdxp -h W e/j^) : (U t/i/? -+- V ^i^) = d^p : d^q, 

à cause de (36). 

219. Le théorème suivant formule la propriété la plus intéres- 
sante des trajectoires conjuguées. 

La surface développable, enveloppée par le plan tangent à 
la surface dont le point de contact décrit une trajectoire 
conjuguée, a pour génératrices les tangentes aux lignes (33), 
construites aux points où elles sont coupées par cette trajec- 
toire. 

Au point (/?, q) de la surface, ayant {x^y^ z) pour coordon- 
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nées d^espace, Téqualion du plan tangent est 



(3;) e(X-ar)-hiii(Y— 7)-Hi*(Z-^) = 



(X-x). 


( Y -y) 


(ï-z) 


dx 


dy 


dz 


dp 


dp 


dp 


dr 


dr 


dz 


dq 


dq 


dq 



= o 



et, quand ce point décrit la ligne /> = C3(/), q=zx{l)^ le plan 
tangent, ne dépendant plus alors que du paramètre unique /, 
enveloppe une surface développable dont la génératrice est repré- 
sentée par Téquation (87) associée à la suivante, résultat de sa 
difTérentlation par rapport à t (150), 



(38) 



d^jr 
'dp^ 



(X- 



dp 



1 
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1 

1 
1 

1 


d^x , d^x . 
dp dq '^P ^ dqi ''y 



et, pour former l'équation de cette génératrice rapportée aux axes 
que nous avons tracés dans le plan tangent, il suffît de substituer 
à X, Y, Z, dans celte dernière, les seconds membres des for- 
mules (9), après y avoir écrit P ! C, fl I fl à la place de p, c). Le 
premier des trois déterminants (38) étant évidemment nul, il 
reste visiblement à cause des formules (5) 



(39) 



{- ^ dp -^ - }^ dq -\- - (\dp -\- -^ t^ dq) = o. 



Si maintenant on nomme p', q' les coordonnées, dans le plan 
tangent, d'un point courant de la tangente à la ligne considérée, 
on a (12) 

dp:dq = ^ : l-y 



= 0, 



substitution dont Texécution dans Téquation précédente, montre. 
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en verlu des relations (lo), (17), que celle tangente et la généra- 
trice (39) sont mutuellement conjuguées. 

Des remarques terminant les n*** 203, 206, on infère facile- 
ment que les conclusions et formules rencontrées depuis le com- 
mencement du présent paragraphe conserveraient leur validité et 
leurs formes, si, à nos axes rectangulaires, on substituait des axes 
obliques quelconques. 

220. Les raisonnements des n"213, 214, transportés textuel- 
lement des tangentes asymptoliques de la surface à ses tangentes 
principales (203, I), montrent que ces dernières droites, ayant 
aussi la surface pour enveloppe superficielle, forment encore 
deux familles, Tune et Tautre à un seul paramètre, dans chacune 
desquelles elles enveloppent une certaine ligne dont Féquation 
différenlielle générale est 

(4o) ( FU — EV) dp^ — ( E\V — GU ) dp dq -4- ( (iV — F\V) dq^- = o, 

résultat de la substitution de tdp^ 0^? ^ P9 4; dans l'équa- 
tion (19) des tangentes principales. Ce sont les lignes de cour- 
bure Ae la surface; il est évident que chacune de leurs familles est 
composée des trajectoires orthogonales de l'autre famille (127), 
et qu'on les retrouverait en cherchant les lignes de la surface 
dont les trajectoires seraient, à leur égard, orthogonales et con- 
juguées en même temps (218). 

221. L'équation (4o) n'est indéterminée, que si ses coefficients 
s'évanouissent tous identiquement, c'est-à-dire que si les rela- 
tions (i5) ont lieu quelles que soient/?, q. Quand les numéra- 
teurs sont tous identiquement nuls, la surface dégénère en un 
plan (200), et on peut considérer comme des lignes de cour- 
bure toutes celles qui sont tracées sur lui. 

Dans le cas contraire, tous les points de la surface sont des 
ombilics (20i, I, 2**), et les lignes de courbure y sont encore 
absolument indéterminées. Nous allons constater que la sur- 
face se réduit alors à une sphère, 

A cet efiet, nous prendrons x^ y pour variables indépendantes, 
afin de pouvoir, au moyen des formules du n** 212 et d'une trans- 
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formation facile, meltre les équations (i5) sous les formes simples 

donnant par des intégrations immédiates 

où X, Y représentent certaines fonctions indépendantes, la pre- 
mière de X, la seconde de^. 

On ne peut avoir XY == i , car la multiplication membre à 
membre des équations (4i) donnerait i4-/>*H-^^=o, égalité 
impossible pour une surface réelle. La résolution de ces équa- 
tions par rapport à /?, ^ est donc toujours possible et donne 



, , dz / Y -+- 1 \ » dz / X H- 1 \ « 



1 



système immédiat d'équations différentielles totales (287*), à inté- 
grer pour obtenir l'expression de z. Il n'y a aucune intégrale 
exceptionnelle, parce que 5 n'entre pas dans les seconds membres; 
en ayant égard à l'absence de x dans Y, de y dans X, on trouve, 
pour condition d'intégrabilité, 

_i 

i/Y-h!\~« i r.,^ d\ ^_, XV ^^'1 
I \ 



7, 



(7v^) ■<-w^[<"-)g-(X...,vg] 



donnant facilement 

et la valeur commune de ces expressions se réduit forcément à 
une certaine constante que nous représenterons par — 2 : R, 
puisqu'elle est ainsi indépendante de j? et de ^ à la fois. 
De 
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a 

on lire immédiatement 



' X — a 



où a est une nouvelle constante, puisque, si elle dépendait de^, 
X en dépendrait aussi. On trouve de même, en appelant b une 
autre constante, 

c'est-à-dire 

X -h I = -, Y -f- 1 = j— , 

XY — I = ^l T-i [R* — (ar — a)« — ( y — ^)î], 

et les équations différentielles (4^) deviennent 

dz X — a dz y — h 



dx /R«l-'(anra)î — ^y_6)» dy y^Rî — yx — a)^ — {y — b)^ 

Or, leur intégration conduit visiblement à Téquation finie 

z — c = — /H* — {X — a)* — {y — 6)*, 

où c est une dernière constante, et qui représente bien la sphère 
ayant R, a, 6, c pour rayon et coordonnées de son centre. 

222. La famille des normales à la surface (i) comporte dans 
ses équations générales deux paramètres seulement, savoir les 
variables auxiliaires p^ q\ elle se partage donc en tribus dans 
lesquelles ces droites ont pour enveloppes certaines lignes, géné- 
ratrices d'une surface qui sert elle-même d'enveloppe à toute la 
famille (103). Et il revient au même de dire que, dans chaque 
tribu, les normales sont les génératrices d'une certaine surface 
développable (163). Entre ces enveloppes et les lignes de cour- 
bure, il existe des relations très remarquables qui sont spécifiées 
par le théorème suivant. 

Il y a identité entre les lignes de courbure de la surface et 
les lieux des pieds de ses normales qui engendrent des surfaces 
développables; et, pour chacune de ces lignes, le point de con- 
M. — IV. i5 
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tact de la normale avec Varéte de rebrousse ment de la sur^ 
face développable correspondante est précisément le centre du 
cercle osculateur de la section principale qui est tangente à 
cette ligne de courbure. 

I. En posant 



iii „ Il 



(43) \^ y r, = 'y î=^, 

cosinus directeurs de la direction élue de la normale à la surface, 
celte droite a pour équations générales 

(44) X=x-^IT, Y=^-4-T)T, Z = x;-hÇT, 

où T représente la longueur du segment rectiligne allant de 
{x^y, z) à (X, Y, Z); et, si Ton trace une ligne sur la surface en 
faisant p =: ra{t)^ q = ^^(0» ^^ condition pour que la normale de 
pied (/?, q) ait une enveloppe (ou bien engendre une surface 
développable) est (98) que, par des déterminations convenables 
de T, (o en fonction de t^ on puisse satisfaire aux trois équations 

(45) I t(^-r-r.(cfr — a>rf/)-hrfTi.T==o, 

où les différentiations doivent être exécutées par rapport à t^ en 
traitant x^ ^, ^î 5» ^» ^ comme des fonctions composées de cette 
variable, savoir ;r = tp [©(«), x(^)], j- = . . . . Il faut ainsi que 
Ton ait, quelle que soit f , 



dx dy dz 
d\ dri ^Ç 



= o. 



et le développement de ce déterminant nous conduirait sans trop 
de peine à l'équation différentielle (4o) des lignes de courbure. 
Mais une marche indirecte est ici préférable. 

On a, d'une part 

, dx j dx j 

d^ = ^dp + ^ dq, ..., [dp = m{t)dt,dq =x'(t)dt] 
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d'où 

( 46) ^ dx -^ r^ dy -^ 1^ dz = o^ 

et, d'autre part, 

(47) ?^-+-V-Ç*=i, 

d'où 

(48) jrf$-4-T^rfTî + 2;cn;=o, 

ces trois dernières relations (46), (47)> (48) subsistant quelles 
que soient les fonctions ro(^), x(/). Si donc, en les prenant en con- 
sidération, on ajoute membre à membre les équations (4^)) mul- 
tipliées par Ç, 7i, Ç respectivement, il restera simplement 

dT — (iidù = o {Cf. 196, III), 

moyennant quoi, ces équations développées se réduiront à 

dx . dx , 

*^^9' d\, j rff ~ ~ • 

et il est clair inversement, que si ces trois rapports sont égaux, on 
procurera satisfaction simultanée aux équations originaires (4 5) 
en prenant — T égal à leur valeur commune et (o rf^ = rfT. 

En ajoutant maintenant, terme à terme, ces mêmes rapports 

multipliés en haut et en bas par y-, y-, ^, il vient 

à cause des formules (i 2) du n°22 et des transformations évidentes 

dx d^ _ d_(ydx \ (f ^^^ \ 

dp dp'^ — ^/> v^"^'"/ v^^"*y 

dp^-^'") 



D V dL 



y (46), (43), (5), 



dx d\ y . .. . ,^ 

-7- j h...= — ^- (lùid). 

dp dq ù ^ ' 
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1-1 ^ dx dy dz dx dy dz i i * 

l:.n changeant -^t ~, cT ^^d~' Z~' 5~' ^° trouve de la mémo 

manière 

et; si Ton a 

r>u) ;^ Edp^ Fdff _ Fdp^Gdq 

^ ^ \} dp -^\ dq ~ "^ \ dp -^\\ d<]' 

les trois rapports (49) seront forcément égaux, parce que les déter- 
minants du tableau formé par nos deux groupes de trois multipli- 
cateurs sont les déterminants différentiels de x, y^ z par rap- 
port à/>, gr, et ne peuvent ainsi s'évanouir. 

La condition cherchée équivaut donc à Téquation différen- 
tielle (5i-i), dont la mise sous forme entière par rapport à djp, dq 
reproduit immédiatement celle des lignes de courbure (4o)- 

n. En supposant /?, y, T exprimés en fonction de t de manière 
à satisfaire aux équations (5'>.), (h)), (5i), les équations (44) 
représentent la ligne enveloppe d^un tribu de normales, dont le 
point de contact avec chacune de ces droites est à une distance 
du point (x, y^ z) précisément égale à T, c'est-à-dire à la valeur 
commune des rapports égaux (02). Or, en ajoutant terme à terme 
ces derniers, multipliés en haut et en bas Tun par rf/?, l'autre 
par dq, il vient bien, en vertu de la formule (8), 

T = R, 
conformément à la dernière partie de notre énoncé. 

223. Ce théorème donne des indications intéressantes sur les 
allures d'une normale dont le pied se déplace sur la surface, 
(hiand ce point décrit une ligne de courbure, nous venons de 
constater que la normale enveloppe l'arête de rebroussement 
(l'une surface développable passant par cette ligne; quand il se 
meut indéfiniment sur la surface, la normale reste donc tangente 
ù une certaine surface, lieu des arêtes de rebroussement des sur- 
faces développables qui correspondent à toutes les lignes de cour- 
bure de la même famille. Pour une raison identique, la normale 
reste encore tangente à une autre surface ayant une relation sem- 
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blable avec les lignes de courbure de l'autre famille. La surface 
enK>eloppe générale des normales (222), sorte de développée de 
la surface proposée (Cf. 19S), se décompose donc en deux 
nappes correspondant respectivement aux deux familles de 
lignes de courbure; et, sur chaque normale, ses points de 
contact avec ces deux nappes limitent, avec son pied, les deux 
rayons de courbure principaux offerts en ce point par la sur- 
face considérée. 

Chaque nappe de la surface développée est visiblement cir- 
conscrite à toute surface développable de normales, dont l'arêto 
de rebroussement est située sur l'autre nappe; et, comme deux 
surfaces développables de ce genre, correspondant à deux lignes 
de courbure de familles différentes, ont pour génératrice com- 
mune la normale passant par l'intersection de ces deux, lignes, 
avec des plans tangents évidemment rectangulaires, ces deux 
nappes, contemplées d* un point quelconque d'une normale à 
la surface et, par suite, de V espace, offrent des contours appa- 
rents qui semblent se couper à angle droit, 

La surface proposée est évidemment une trajectoire orthogo- 
nale de la congruence formée par les droites tangentes à la fois 
aux deux nappes de la surface développée (138); mais l'observa- 
tion précédente montre bien que deux surfaces prises au hasard 
ne sont pas toujours les nappes de la développée de quelque 
même surface. 

224. La même proposition permet d'apercevoir immédiate- 
ment les lignes de courbure de certaines surfaces particulières. 

Pour un plan, où les lignes de courbure sont indétermi- 
nées (221), les deux nappes de la surface développée n'existent 
pas (sont rejetées à l'infini, peut-on dire encore), parce que les 
normales sont toutes parallèles. 

Pour une sphère, où la même indétermination se présente {loc, 
cit,)^ ces deux nappes dégénèrent en un point qui est le centre de 
la surface, puisque toutes les normales y concourent. 

La normale à une surface développable dont le pied décrit 
une génératrice, engendre un plan, surface développable, parce 
qu'elle reste perpendiculaire au plan tangent qui a cette généra- 
trice pour caractéristique, partant parallèle à une direction inva- 
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riable. Chaque génératrice est donc une ligne de courbure, et 
toutes appartiennent à une même famille parce que (sauf pour 
un plan) les unes ne sont pas des trajectoires orthogonales des 
autres. L^autre famille est évidemment constituée par les trajec- 
toires orthogonales des géhératrices. 

Au n** 171 nous avons vu qu'en tous les points d'un cercle 
caractéristique, les normales à la surface enveloppe d'une sphère 
à un paramètre concourent en un même point de la ligne, lieu du 
centre de cette sphère. Cei cercles caractéristiques forment donc 
une famille de lignes de courbure de la surface enveloppe, et la 
nappe correspondante de la surface développée dégénère en ce 
lieu linéaire du centre de la sphère enveloppée. Les lignes de 
courbure de Tautre famille sont les trajectoires orthogonales 
des cercles caractéristiques. 

Quand le rajon de la sphère enveloppée demeure constant, cas 
auquel la surface enveloppe est une surface canal (loc, cit.), la 
normale à cette surface est sans cesse normale aussi à la ligne 
servant de lieu au centre de la sphère mobile. Les lignes de cour- 
bure de la seconde famille sont donc les traces, sur la surface, de 
toutes les surfaces développables ajant pour arêtes de rebrousse- 
ment les (lignes) développées de ce lieu (195 et suii\). Ici, la 
première nappe de In surface développée dégénère en ce dernier 
lieu linéaire, et sa seconde nappe, engendrée par les arêtes de 
rebroussement dont nous venons de parler, est formée par la sur- 
face polaire du même lieu. 

Quand il s'agit d'une surface de révolution (172), ses paral- 
lèles sont ainsi les lignes de courbure d'une famille; ses méri- 
diennes sont celles de l'autre famille, puisqu'elles sont les tra- 
jectoires orthogonales des parallèles. Les nappes de la surface 
développée se réduisent ici à l'axe de la surface considérée, puis 
évidemment à la surface de révolution, de même axe, ayant pour 
méridienne la développée plane (197) de la méridienne de la sur- 
face considérée. 

22o. La propriété suivante des lignes de courbure est remar- 
quable par sa simplicité. 

Quand V intersection de deux surfaces est ligne de cour- 
bure pour chacune, elles s^y coupent partout sous le même 
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angle. Réciproquement, si cet angle est constant, et si l'in- 
tersection est ligne de courbure pour l'une des surfaces, elle 
l'est aussi pour l'autre. 

Puisque l'intersection est ligne de courbure pour la première 
surface, la normale à celle-ci a^ant cette ligne pour lieu de son 
pied engendre une certaine surface développable (222), et Tarête 
de rebroussement de cette dernière est une développée de l'in- 
tersection (195), parce que les normales considérées présentent 
aussi ce caractère normal relativement à la ligne lieu de leurs 
pieds. Pour une raison semblable, les normales de même pied 
à l'autre surface, enveloppent une autre développée de l'inter- 
section. Donc, aux points de celte dernière ligne, les normales à 
nos deux surfaces sont les côtés d'un angle constant (196, V). 

La réciproque résulte de ce que les normales à une ligne, 
faisant un angle constant avec celles qui sont tangentes à une pre- 
mière développée, en enveloppent une seconde {loc. cit.). 

Quand une ligne de courbure est plane ou sphérique, son 
plan ou sa sphère coupe donc la sur/ace partout sous le même 
angle; elle ne peut manquer effectivement d'être une ligne de 
courbure aussi pour le plan ou la sphère qui la contiennent (221). 
Cette observation est utile à la recherche des surfaces dont les 
lignes de courbure sont planes ou sphériques, problème dont 
plusieurs géomètres se sont beaucoup occupés. 

226. Une autre propriété très curieuse et importante est 
connue sous le nom de théorème de Dupin : 

Quand les sur/aces de trois familles, chacune à un seul 
paramètre, se coupent toujours orthogonalement (126), deux 
quelconques de ces familles tracent^ sur toute surface appar- 
tenant à l'autre, ses deux familles de lignes de courbure. 

» 

I. En appelant a<, «a» ^3 respectivement les paramètres de 

nos trois familles de surfaces, nous supposerons que la résolution 
de leurs équations, par rapport à ces quantités, a permis de les 
écrire 

où/,, /a, /a sont des fonctions olotropes, et, de ces dernières, on 
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tirera, quels que soient ai, aj, ^3 (entre certaines limites), 

(54) ar = ç>(ai, ai, aj), ^ = y(a„ a,, a,), -5 = ^(ax, a,, a,), 

OÙ f, '/y ij sont des fonctions olotropes de ^i, a^, ^3 dont le 
déterminant difTérentiel ne peut s^évanouir. 

EfTectivement les équations (53) sont résolubles par rapport 
à Xy y^ z, puisque les surfaces représentées par elles sont sup- 
posées se couper toujours; le déterminant différentiel de/*!, /i, /a 
par rapport à x, y, 2 ne peut s'évanouir, puisque les normales 
aux trois surfaces en tout point commun forment par hypothèse 
un trïèdre trirectangle au lieu dMtre situées dans un même plan, 
d'où résulte (330*) la non-nullité du déterminant des fonc- 
tions ç, y, A fournies par l'inversion àe/^, /^t/z- 

En regardant a^ comme un paramètre, a^ et a^ comme deux 
variables auxiliaires, les équations (54) fournissent évidemment 
une représentation du troisième mode, pour les surfaces de la 
première famille; d'ailleurs, les déterminants différentiels, par 
rapport à 02, ctz, de leurs trois seconds membres associés deux 
à deux ne peuvent s'évanouir simultanément, puisque autrement, 
et contrairement à ce que nous venons de constater, celui de tp, 
y, ^ s'annulerait en même temps. Les mêmes équations (54) 
représenteront aussi bien les surfaces de la deuxième famille et 
de la troisième, en attribuant, à a^ et a^ successivement, le rôle 
de simples paramètres, à ^3, a^ et a^, a^ en même temps, ceux de 
variables auxiliaires. 

Les déterminants différentiels du second ordre dont nous 
venons de parler sont les éléments du déterminant 



(35) 



t'i iti{ ii| 
i] iii] II] 

^3 »"J "3 



formé par les mineurs respectivement complémentaires à ceux 

de cet autre 

d^ dy d^ 



(56) 



dui dax dax 

d^ dx d^ 

dcii dui da\ 

^^ EL ^ï. 

[ daz da^ da^ 



I « 
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et, comme f, m, u sont toujours proportionnels à ^-j —-t -4i sans 

pouvoir s'évanouir simultanément plus que ces dérivées (6), Je 
déterminant (55) ne dilFèrc du déterminant différentiel de fx^ 
f^tf^ <îue par un facteur ^o, et sa nullité est également impos- 
sible. 

II. Les quantités î, m, u étant toujours proportionnelles aux 
cosinus directeurs de la normale correspondante de la surface de 
même indice, la triple orthogonalité constante, supposée aux 
surfaces considérées, assure l'existence des trois identités 

(57) ^1^3-^- "iî"t3 + «»î"3 = PjPi-r-. . .= f|ft ■+-• • • = 0, 

dont la combinaison avec celles de la forme 

do d^ji^ d^ __ 

daj daj daj 

que rend évidentes la nature relative des éléments des déïermi- 
nants (55), (56), conduit à 

parce que la non-nullité du déterminant (55) s'oppose à ce que la 
suppression d'une ligne puisse y laisser un tableau dont les trois 
déterminants s'évanouiraient à la fois. 

De (5^) et (58), on déduit immédiatement 



d^ d^ dy dy d^ d'\t __ do do 

da^ da^ da^ da^ da^ da^ ' da^ dui 



= 0, 



do do 

-H. . , = o. 



da\ dai 

En différentiant enfln ces trois dernières relations par rapport à ai, 
«a, «3 respectivement, les ajoutant membre à membre après 
les avoir multipliées par l'une ou l'autre des permutations des 
facteurs — i, 4- i , -+- ' > puis ayant égard encore une fois aux 
formules (58), on arrive facilement à 

^'? . f/'x d^^ _ 

da^ diii da^ da^ da^ da^ 

a*© . d'^o 

I2 -3 — :> h . . . = o, 13 -j -' h . . . = o. 
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lll. Celles des normales à une surface de la troisième famille, 
dont les pieds tombent sur son intersection par une surface de la 
première, ont pour équations générales 

( \ - ? ) : f 3 - ( Y - X ) • "» 3 = ( Z - 4/ ) : .. 3 , 

ne contenant plus que a^ comme paramètre variable, et les iden- 
tités (58) affectées de Tindice 3 permettent de les écrire 



X = o-H^T, Y = x+^T, 



da^ 



da. 



^ a«3 



moyennant rinterveulion de la variable auxiliaire T propre au 
troisième mode de représentation des droites. Le déterminant 
caractéristique du n° 98 étant ici 



do 

1 


d-L 


da^ 


dai 


do 

• 

daz 


dy. 

dOi 


d^o 


diy 



d\ 
doi 

dj^ 
da^ 

di^ 



-l'i 



d^o 

I 

dof dcij 



tiii 



_ dli_ 

da% da^ 



»t| 



dat da^ 



dui da^ dtti da^ da^ da^ 



et s'évanouissant, quel que soit a-i, en vertu de la première des 
identités (09), les normales en question sont les génératrices 
(l'une certaine surface développable; par suite (222), leurs pieds 
ont pour lieu une ligne de courbure de la surface considérée dans 
la troisième famille. Le même raisonnement s'applique évidem- 
ment à toute autre combinaison des surfaces mentionnées dans 
notre énoncé. 



227. Le cas particulier procurant au théorème de Dupin son 
application la plus nette est celui des surfaces du second ordre, 
homofocales et pourvues d'un centre. 



L En appelant 

(Co) 



R 



Irois constantes positives et a un paramètre (réel), l'équation 



(Ci) 



œ^ 



y 



1 = 



P-i-a Q-i-a K-t-a 
représente une surface du deuxième degré, ayant l'origine et les 
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axes coordonnés pour centre et axes de symétrie; elle est imagi- 
naire quand a <C. — P, mais réelle et appartenant aux genres 
hyperboloïde à deux nappes, hyperboloïde à une nappe, ellip- 
soïde, selon que a prend Tune ou Tautre des valeurs ai, «2? ûTa 
limitées respectivement par les inégalités 

(6a) _-P<a,<_Q, _>Q<a,<_R^ _ R .- ^3. 

Pour a =:= — P, puis = — Q, puis = — R, la surface dégénère 
en trois coniques, la première imaginaire dans le plan des yz^ la 
seconde hyperbole dans celui des zx^ la troisième ellipse dans 
celui des xy^ qui sont les lignes focales communes à toutes les 
surfaces représentées par l'équation (6i). 

II. Par tout point {x, y y z) de l'espace, étranger aux plans 
coordonnés, passent trois surfaces de la famille (6i) apparte- 
nant respectivement aux genres caractérisés par les inéga- 
lités (62). Car, les quantités j?*, y^y z- étant alors toutes positives, 
les substitutions 

où e, E sont deux quantités positives variables, la première infi- 
niment petite, la seconde infînie, font prendre au premier membre 
de Téquation (6j) les signes finaux 4-, — , 4-, — , H-, — , assu- 
rant, parce que cette expression est fonction olotrope de a partout 
ailleurs qu'en — P, — Q, — R, la possession, par Péquation en a 
dont il s'agit, de 3 racines réelles au moins, ai, a^, aa, satisfaisant 
respectivement aux inégalités (62) (22**). D'ailleurs, la même 
équation n'en offre aucune autre, parce que l'expulsion des déno- 
minateurs la rend entière avec un degré effectif = 3. 

III. Deux quelconques des trois surfaces qui correspondent 
aux racines «i, «a, a^ trouvées ci-dessus se coupent orthogo- 
nalement au point (x, y^ z). Car, après sa division par la quan- 
tité «3 — a^T^O) le résultat de la soustraction membre à membre 
des équations des deux dernières surfaces, par exemple, prend la 

forme 

XX y y z z 



p -H- aj p -h aj Q 4- a2 Q -+- a j U -i- r«i H -f- 03 
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montrant la perpendicnlarité de leurs normales au point dont il 
s'affit. 



'O' 



IV. Si les quantités a,, «>? ^3 ^o^^ limitées par les inéga- 
lités ((3?-), les trois sur/aces 

r -r- cil Q -+- «i R -+- fli 

J-» y2 5Î 

1* -h trj ^ T- a* R -r Us 
r' V* ::* 

( G:> ) - H . r-^ 'r- rr — I 

l' .-«3 Q-+-a, R-r-a., 

se coupent toujours en 8 points réels et distincts. 

En posant 

I _î__ . I '_ 

1* — (/£ Q-r«| R -T- «1 
! T I 



((iCi) 



^ ^ F -r aj Q -H «t R -T c^i ' 



I P -!- ^3 Q -^ «3 R H- «3 I 

la soustraction simultanée des éléments de la première colonne 
(le ceux de la seconde, puis de la troisième, conduit à 



ou 



I 
I 



Q -r- ai R -i- rti 



Q -1- «3 R -r- as ; 

En retranchant ensuite des éléments de^la deuxième colonne de 
ce] déterminant ceux de la première multipliés par 1 I (Q 4- ^m )î 
puis de ceux de la troisième, ceux de la première multipliés par 
I : (R + ^1'), il vient 
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OÙ 






[PQR]= 



De (6-), ((39), (70), OQ conclut 

(!' — Q>(Q-R)(R- P)(ai-a:,)(a:,-ai)(ai — a^) 



(P-T-a,){P-i-ai)(l*-+-«3)(;Q-+-ai)(Q4-aj}(Q-Hfl3)(R4-rt,)(R-+-a,)(R-^e73> 



moyennant quoi et les inégalités (60), (S'a), cette expression nr 
peut être ni nulle ni infinie. Le système des équations (03), (6/i ). 
(65), linéaires par rapport aux inconnues x^j y^^ 5', est donc pos- 
sible et déterminé, et les fgrmules de Cramer donnent immédia- 
tement 

JP]_^f_P^a,)(P--^a,VP--«3j 

[PQRJ ,;p-Q;(P_-"K) *'*' ' 

puis, de même, 

(Q^a,)(Q--a,)(Q-h«.0 



y' = 



„* 



(Q-R)(Q-P) 

(R-f-a t)(R -r^a, ) ( R -4-_«3 ) 
(H_P;^U_-Q) 



Ces expressions étant toutes trois positives à cause des inéga- 
lités citées, le point dont nous nous occupons est évidemment 
établi, et l'on vérifiera facilement que des déterminations quel- 
conques de leurs racines carrées constituent un système de trois 
fonctions de ^1, a^^ a^ dont le déterminant diiïerentiel ne peut 



s'évanouir. 



V. De tout ce qui précède, il résulte que le théorème deDupiu 
est applicable aux trois familles de surfaces représentées par les 
équations (63), (64), (65) sous les conditions (60), (62), puis que 
toutes les lignes de courbure de Tune de ces surfaces sont tracées 
sur elle par les surfaces des deux familles dont elle ne fait pas 
partie. 



ADDITION. 



PRINCIPALES FORHCLES EN COORDONNEES POLAIRES. 



228. Les coordoanées non rectilignes ont, toutes, Tlncommo- 
dite très grande d^assigner à un même point des représentations 
analytiques multiples, parfois en nombre illimité, celle aussi de 
rendre habituellement compliquées les formules relatives aux 
figures les plus simples, celte encore de se prêter fort mal à la 
distinction si essentielle à faire entre les points ordinaires et les 
points singuliers, ainsi qu'à rétablissement des conditions de 
contact, etc. Pour des recherches tant soit peu générales, on ne 
saurait donc songer un seul instant à les substituer aux coordon- 
nées rectilignes, auxquelles d'ailleurs leur conception même nous 
semble être entièrement subordonnée, puisque les définitions, ou 
tout au moins les représentations géométriques de toutes, font 
intervenir essentiellement les figures courbes dont une notion 
bien nette ne peut être acquise sans le secours de considérations 
analytiques, fondées sur l'emploi des coordonnées rectilignes; 
mais, dans des cas spéciaux et limités, elles rendent de réels 
services. 

Presque toujours, des coordonnées quelconques w, r, iv d'un 
point de l'espace sont liées à ses coordonnées rectilignes x^y^ z 
par trois équations finies caractéristiques 

i ?i(^, J'. 5> "» ^> «') = o> «Pî(a:, >', z, M, 1', w) = o, 

de nature à permettre d'en tirer, dans les conditions normales 
définies aux n°* 307* et suiv., et cela entre des limites plus ou 
moins écartées, x^ y^ z et aussi bien «, ^, w en fonctions olo- 
tropes de «, i^, w dans le premier cas, de x^ y, z dans le second ; 
ceci exige en particulier que ç>,, '^2, 03 soient des fonctions olo- 



I 
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Iropes de ces six quantités, et que leurs déterminants différentiels 
par rapport k x, y^ z et à m, i', «v ne s'évanouissent identiquement 
ni Tun, ni Tautre. 

En attribuant des valeurs constantes Uo, ^o^ ^o ^ chacune des 
quantités u^ i^, w successivement et laissant chaque fois les deux 
autres variables, les équations (i) représentent, en coordonnées 
rectilignesy trois surfaces qui se coupent au point défini par les 
nouvelles coordonnées Uo, (^o» ^oj ^^ dont la considération aide ù 
la conception de beaucoup de détails concernant la transformation. 

Gela posé, les formules relatives à une figure donnée, en coor- 
données rectilignes et dans Tautre système, pourront évidemment 
se déduire, soit les dernières des premières, soit celles-ci des autres, 
à volonté, au mojen d*un simple changement de variables, direct 
ou inverse, dans lequel les relations (i) joueront le rôle d'équa- 
tions de transformation {Z^o* etsuii^.). C'est la méthode que nous 
suivrons pour établir quelques formules usuelles dans l'emploi 
des coordonnées polaires, les plus utiles, en Astronomie surtout, 
de toutes celles qui ne sont pas rectilignes. 

229. Pour passer des coordonnées rectilignes rectangulaires 
aux coordonnées polaires en Géométrie plane, les équations de 
transformation se réduisent à deux seulement 

y = p smto. 

Le rayon vecteur p est la distance absolue du point (xyy) à 
l'origine prenant alors le nom de pôle. L'angle polaire ou lon- 
gitude (ù est l'amplitude, mesurée par l'arc correspondant de la cir- 
conférence décrite du pôle comme centre avec i pour rayon (26), 
de quelque angle dont il suffit de faire tourner une demi-droite 
autour du pôle et dans un sens de rotation constant pour qu'elle 
passe de la direction positive de Taxe des x^ nommée alors axe 
polaire, à la demi-droite conduisant du pôle au point considéré; 
cette amplitude est prise positivement ou négativement selon que 
la rotation est de même sens, ou non, que celle d'une demi- 
droite tournant de la partie positive de l'axe des x à celle de 
l'axe des y^ à l'intérieur de l'angle droit qu'elles forment. 
Quelquefois p et to représentent aussi bien la même distance 
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prise nëgalivement et la même amplitude augmentée alors, ou 
diminuée, d^un multiple impair de demi-circonférences. Le rajon 
vecteur du pôle est nul et son angle polaire est absolument indé- 
terminé. 

On remarquera que le déterminant différentiel (par rapport 
à p, (o) des seconds membres des formules (2) se réduit à p, 
quantité ne pouvant s^évanouir qu'au pôle. 

En coordonnées polaires, une ligne située dans leur plan est 
représentée par des équations rentrant dans Tun ou Tautre des 
Ijpes suivants, dont le premier est presque inusité : 

(3) j p = F(a>); 

230. Dans l'espace, le passage des coordonnées rectilignes 
rectangulaires aux coordonnées polaires s'exécute à l'aide des 

formules 

IX = p cosco sinO, 
y = p sincosinB, 
s = p cosG. 

Le rayon vecteur p est toujours la distance du point (^, j^, z) 
à l'origine. La longitude to est l'angle dièdre mesuré et compté 
comme ci-dessus, dont l'axe des z est l'arête, dont les faces passent, 
l'une par la partie positive de l'axe des x, l'autre par la demi- 
droite conduisant de Torigine au point considéré. La colatitude 
est Tangle recti ligne ajant pour côtés la partie positive de l'angle 
des ;; et la même demi-droite. Quelquefois p représente la même 
distance prise négativement, et o>, 0, les mêmes angles augmentés 
chacun d'un nombre impair de demi-circonférences. Pour l'ori- 
gine, p est = o et (o, 6 sont complètement indéterminés; pour tout 
autre point de l'axe des z, 6 est un multiple entier de la demi- 
circonférence, et oj est indéterminé. 

Le déterminant différentiel (par rapport à p, (o, 6) des seconds 
membres des formules (4) se réduit à — p^ sinô, et ne s'évanouit 
ainsi qu'aux points de l'axe des z. 

Avec ces coordonnées, la représentation analytique d'une sur- 
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face s^opère par l'un des iroîs mojeas suivants : 

/(e, (0, p) = o; 

P = F(e, (0); 

Pour une ligne, on a de même 

/i(ô, w, p) = o, 

/î(Q» w, P) = o, 
ou bien 

1 w = F,(0), 

)p=F,(e), 

ou bien encore 

e = (p(o, t«> = x(0, p = 4'(0. 

Mais plusieurs de ces formes sont inusitées. 

231. En coordonnées polaires, les formules de la mesure des 
arcs ne sont guère employées que pour les lignes planes. Si l'on 
suppose (i), p exprimés en fonction d'une troisième variable 
auxiliaire ^, les formules de transformation (2), différentiées par 
rapport à t, donnent immédiatement 



(5) 
d'où 

et, par suite 



ou aussi bien 



I dx — cos(D dçt — p sinco c?«>, 
j dy = sinuxip 4- p cos(0€/(o, 

ds'^ = dx^ -\- dy^ = rfpî 4- p2 dia^ (23), 

'■=X'V(S)'-'(ï)' 



quand on emploie le deuxième mode de représentation (3), ce 
qui se fait souvent. 

232. L'évaluation des aires planes en cordonnées polaires a 

pour base celle de l'aire A, comprise entre les rayons vecteurs 

correspondant aux angles polaires Wq, û, et la ligne représentée 

par l'équation (3); car toute aire plane peut être décomposée 

M. — IV. 16 
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(additivement ou souslraclivement) en quelques autres de celte 
sorte. 

En coordonnées reclilignes rectangulaires, on peut évidemment 
écrire pour l'aire A (comme pour toute autre de la nature de ceJles 
qui ont été définies au n** 32), 

A =// i.dxdy, 

l'intégrale double étant prise à Tintérieur même de cette aire 
(106***). Pour passer aux coordonnées polaires, il suffit donc 
d'appliquer la formule (i/\) du n° 108*** au cas où les formules 
de transformation sont les relations (2). 

Le déterminant différentiel, par rapport à p, w de ces expres- 
sions de X, y y se réduisant à p comme nous l'avons dit, il vient 
ainsi 

m 

et l'aire auxiliaire E, du n° 108***, où il faut prendre cette nou- 
velle intégrale double, est limitée par l'axe des w, par les deux 
droites et la ligne ayant pour équations (en coordonnées rectan- 
gulaires) : (0 = Wq, (u = û, p = F((o). 
Il vient ainsi (105***, V) 

A=/ dtû l pdp = I — ;-^ diiij 

formule que l'on écrit plus simplement 






en sous-en tendant que l'on a p = F(w). 

233. Pour calculer en coordonnées polaires un volume de forme 
quelconque, il suffit évidemment de savoir évaluer un volume V 
limité par une plaque de surface ayant pour équation p = F(8, co), 
et par les onglets jointifs de surfaces coniques dont on engendre 
l'ensemble en faisant raser le bord de celte plaque à une demi- 
droite mobile issue de l'origine. 

Comme on peut écrire 

V = /// i.dxdydZy 
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cette intégrale étant prise à l'inlérieur de ce volume lui-même 
(111*** et suiv.)j et comme, en valeur absolue, le déterminant 
différentiel des seconds membres des formules (4) se réduit 
à p^sinO, on a aussi (116***) 

V == /// p«sinO é/0 d(ù dp\ 

ici, le volume auxiliaire U du numéro cité est limité par la plaque 
correspondante de la surface représentée par la même équation 
p = F(6, w) construite en coordonnées rectangulaires auxiliaires, 
par la projection E de cette plaque sur le plan des Oo), et par les 
cylindres dont cette projection est la section droite de l'ensemble. 
11 vient donc 

\=rrd^di^f ' p»sino^p= rri^-!^!^i!^ 

ou, plus simplement, 

et l'intégration double restant à exécuter, par rapport à 6, w, doit 
l'être dans l'aire auxiliaire E. 

234. Les coordonnées polaires ne sont pour ainsi dire jamais 
employées dans l'étude des lignes gauches. Pour une ligne plane, 
on n'écrit pas l'équation même de sa tangente; on se contente de 
calculer l'angle V formé avec le rayon vecteur par la direction de 
la tangente dont les points ont des angles polaires supérieurs à 
celui du point de contact. 

En admettant, pour fixer les idées, que sur la ligne et à partir 
du point considéré les quatre coordonnées ^,y, p, w soient posi- 
tives et croissent toutes en même temps, en les supposant toutes 
exprimées en fonction d'une même variable auxiliaire t^ les tan- 
gentes des angles formés avec la partie positive de Taxe des x 

(axe polaire) ont pour expressions - et ~ (92). Il en résulte 

, „^ , , dx X X dv — V dx X 

(6) tangV = — _ ^ . _ 



Y dy X dx -\- y dy i ,. , ,x 
i-h - -r- -dix^-^y^) 

X dx 'JL ^ -^ ^ 
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Mais les formules (2) pour le passage des coordonnées rectan- 
gulaires aux coordonnées polaires donnant 



d'où 



•- = tangw, x*-hy^ = p», 



X cos*tu 2 ^ J f r V 



la relation précédente devient finalement 

et comme rien n'empêclie de supposer que, pour la variable auxi- 
liaire ^, on a pris w, le diviseur esl la dérivée, par rapport à w, de p 
considéré comme fonction de cette quantité en vertu de l'équation 
de la ligne. 

Outre les autres hypothèses normales à faire sur les coordon- 
nées, il resterait à examiner le cas singulier où p = o, d'où 

ce qui rend Tangle V indéterminé et la relation originaire (6) 
illusoire; mais nous ne pouvons insister. 

235. Quelquefois, mais bien plus rarement, on emploie Tcxpres- 
sion du rayon de courbure d'une courbe plane rapportée à des 
coordonnées polaires. Pour la déduire de celle fournie en coordon- 
nées rectangulaires par la première des formules (18) du n" 186, 
nous raisonnerons comme au n** 231 où nous avons déjà trouvé 
celle du numérateur. En différentiant une fois de plus les rela- 
tions (2) (toujours par rapport à ^), il vient 

d^x = — '2 sin 0) dp rfto — p cosoj c^to* 4- costo ûf*p — p sin w rf*a>, 
d'^y = 2 cosw dp dvn — p sin to dta^ 4- sin to o?* p 4- p cos oid^o); 

on en conclut 

dx d^y — dy d^x = p^ dta^ -+- idp^ do) — p d^p diù -\- p dp d^ w, 

d'où l'expression cherchée. 
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En prenant a> pour variable indépendante, comme on le fait 
habituellement, on a rf*'*w = o, et, par suite, en divisant haut et 
bas par rfto', 

c'est l'expression la plus usitée. 
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